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Avertissement 


Ces notes sont encore provisoires. Certains passages n’ont pas encore été relus correc- 
tement. 

Les marques @@ signifie qu’il faut compléter ou revoir le passage. 

Les barres grises dans la marge, ainsi que le signe (*), signifie que le passage peut être 
sauté en première lecture, et sera probablement sauté lors de l’exposé. 

Merci de me communiquer toute remarque ou correction (d'orthographe, d'expression, 
ou sur le contenu physique ou mathématique). Les remarques d’ordre pédagogique seront 
particulièrement les bienvenues : commentaires sur la progression pédagogique, sur les 
passages plus ou moins faciles à assimiler, et plus ou moins appréciés. 

Ces notes ont été rédigées en utilisant le logiciel libre et gratuit LyX (voirhttp ://www.lyx.org) 
sous Linux. Pour les graphiques, nous avons utilisé xfig.Pour les calculs numériques, nous 
avons utilisé entre autres la librairie graphique C++ : root (voir http ://root.cern.ch). 
Pour les calculs symboliques, nous recommandons xcas (logiciel libre et gratuit : 

http ://www-fourier.ujf-grenoble.fr/"parisse/giac.html). 


0.0.1 Introduction 
0.0.1.1 But et objets de la mécanique quantique : 


Le rôle de la théorie quantique est de décrire le comportement et donner les lois d’évo- 
lution des constituants microscopiques de la matière. Plus précisement, les phénomènes 
quantiques (que sont essentiellement des “phénomènes d’interférences” présentés plus loin) 
se manifestent pour des objets de petite taille Ax et/ou de petites impulsions Ap telles 
que 

Az Ap=h 


avec la constante de Planck :! 


h = 6.62610 *J.s 


on utilise aussi la constante appelée “h barre” : 


R 


T2 


La théorie quantique est donc essentielle en physique des particules, nucléaire, physique 
atomique, moléculaire et physique du solide. Par ailleurs, comme les phénomènes macrosco- 
piques résultent du comportement collectifs des objets microscopiques, la théorie quantique 
a des conséquences indirectes à l’échelle macroscopique. 

Ordres de grandeurs (tiré du cours de l’X sur le Web) : 


2 
TRemarque sur les dimensions : d’après les relations, p = m% et E = £Z=, on a pdx = … = 2E dt et on 


dt 2m? 
déduit que [x] [p] et [E][t] ont les même dimensions. . 
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Masse (Kg) | Vitesse (m/s) | Ouverture a (n) 
Homme passant une porte 


Globule rouge dans capillaire 
Electron à travers une fente 910%! 


0.0.1.2 Différences et relations entre mécanique classique et mécanique quan- 
tique 


— Le changement radical entre la mécanique quantique et la mécanique classique est es- 
sentiellement que en mécanique classique une particule est un objet ponctuel décrit 
par un point (#,p) dans l’espace des phases (position - vitesse), alors que en méca- 
nique quantique, une particule est un objet étendu, décrit par une fonction d’onde 
Ÿ(&). Une conséquence est la possibilité d’interférences. Le rôle de la mécanique est 
de donner les lois qui gouvernent l’évolution de ces objets. Ce sont les équations de 
Hamilton (ou Newton) dans le cas classique et de équation de Schrôdinger dans 
le cas quantique. 

— La théorie quantique est valable pour des constituants élémentaires ou pour une 
assemblée de quelques constituants (atomes molécules) tant qu’il sont “isolés” de leur 
environement. On ne peux pas parler de la fonction d’onde d’une balle ou même 
d’une poussière qui sont des objets “macroscopiques” et non isolés. En principe une 
théorie complète devrait pouvoir décrire toutes les échelles de la nature. À l’heure 
actuelle on ne sait pas rendre compatible de façon totalement satisfaisante, la théorie 
quantique avec l’aspect “classique” de la nature à l’échelle macroscopique. Cela est 
discuté depuis longtemps, voir le paradoxe du chat de Schrôdinger. Voir par exemple 
[Cla88|,[Aro02! pour les développements récents à ce sujet. 


0.0.1.3 Place de la théorie quantique en physique (*) : 


On oppose : 

théorie Classique et théorie Quantique. 

Théorie non relativiste et relativiste et relativité générale : 

Cela donne le tableau suivant : 

(A droite et en dessous, se trouve chaque fois une théorie supposée plus générale que 
la précédente.) 


Non relativiste Mécanique de Newton (1687) Mécanique quantique(1925) 


Relativiste Relativité restreinte (1905) | Théorie Quantique des champs (>1930) 
Equations de Maxwell (1865) 


Relativité Générale |  Relativité générale (1916) théorie des cordes ?.. 
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0.0.1.4 Autres remarques 
— Esprit du cours : introduction à la mécanique quantique ; présentation à travers des 
exemples physiques autant que possible. Les notions mathématiques ne sont intro- 
duites que lorsque elles sont jugées nécéssaires. 
0.0.1.5 Prérequis supposés 


— En mathématiques : notion d'espace vectoriel, de Tranformée de Fourier. 
— En physique : mécanique analytique, Hamiltonienne. 
— En mécanique quantique : problèmes 1D stationnaire... le cours et TD de Licence. 


0.0.1.6 Références conseillées : 


on insiste sur l’importance de travailler le cours avec des Livres. 


Livres en francais : Cohen [CBF|, Feynmann|Fey63], Messiah [Mes64], Basvedant [Bas86]. 


Livres en anglais : 
— Bransden[BC89|, et plus difficiles : Sakurai[J.J85], Ballentine[L.E90]. 


Chapitre 1 


Une particule quantique sans spin, à 1 
dimension (I) 


Dans ce chapitre il y a beaucoup de rappels du cours de licence, maïs avec une pré- 
sentation aussi un peu plus formelle. Nous allons étudier une particule se déplaçant à une 
dimension x. Il s’agit d’une particule sans degré de liberté interne (sans spin). 

Dans les premières sections on suppose que la particule quantique est isolée de son 
environnement. Précisément cela signifie que son mouvement n’influence pas le reste de 
la nature (les particules environnantes). Par contre on accepte que son environnement 
exerce sur elle une certaine force F décrite par une fonction énergie potentielle V(x), 
d’après la relation F(x) = —dV/dx. (La force pouvant même dépendre du temps, mais 
nous la supposerons indépendante du temps dans ce chapitre). 

Avec ces hypothèses, la théorie quantique nous permet de décrire l’état dynamique de 
la particule par une fonction d’onde. 

Bien sûr pour être valables en pratique, ces hypothèses nécessitent des approximations. 

Il est important de noter que le terme “particule” sera employé mais que c’est un 
terme trompeur, puisqu'il faut imaginer une onde qui est un objet étendu et non 
ponctuel. 

Pour fixer les idées, il peut s’agir d’un atome vibrant au coeur d’un matériau ou dans 
une molécule, soumis aux forces des atomes voisins. Il peut aussi s’agir d’un électron libre 
se déplaçant dans un fil conducteur (en oubliant le spin). 


1.1 Espace des états : les fonctions d’ondes 


1.1.1 Espace vectoriel des fonctions d’ondes 


Une fonction d’onde permet de décrire l’état spatial d’une particule. C’est une fonc- 
tion à valeurs complexes. Si l’espace est à une dimension (paramétré par x € R), une 
fonction d’onde est : 
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Dix vy(r)eC 


L'ensemble des fonctions d’ondes noté # forme un espace vectoriel complexe car si 
V1, Ve € H, alors la somme et le produit par une constante complexe appartiennent aussi 


à cet ensemble 
1. 


si V1, EH et À € C alors: 


p= (d1+12) EH (1.1) 
= EH 1.2 


Mais il s’agit d’un espace vectoriel de dimension infinie (voir plus loin) ; cela est lié 
au fait que une fonction Ÿ est déterminée par les valeurs de #(x) prises en une infinité de 
valeurs de x différentes. 

Dans la notation de Dirac on convient de représenter une fonction d’onde # par le 
symbole |d > et appelé ket. Ainsi on écrira pour eq.(??) 


lo >= [dr > +] >, 


1 >= Ali >. 


Il n’y a rien de nouveau dans cette notation, sauf peut être l’image que l’on se fait d’une 
fonction d'onde. L'image traditionnelle est une fonction x — (x) représentée par son 
graphe. Dans la notation de Dirac, on imagine plutôt un point de l’espace vectoriel #, 
(qui est l’extrémité d’une flèche). Cette image vectorielle suggérée par Dirac (et les mathé- 
maticiens) a des avantages certains, mais notre imagination ne permet pas de dépasser la 
dimension trois, alors que # est de dimension infinie! Voir figure (1.1). 


1.1.2 Exemples importants 


Voici deux exemples importants de fonctions d’ondes à une dimension. On se contente de 
donner ici leur expression et représentation. Leur interprétation physique et mathématique 
sera donnée plus loin. 


lEn mathématiques, un groupe est un ensemble G munit d’une loi interne notée . : (G,G) — G qui 
est associative, c’est à dire Va, b,c, a.(b.c) = (a.b).c telle qu’il y ait un élément appelé identité, noté 1, 
vérifiant : 1.9 = g.1 = g, Vg € G, et tel que tout élément g € G ait un inverse noté g_!, c’est à dire : 
Va eG, 19 € G, gg *=39 :g=1: 

Un groupe est dit commutatif si Vg,h € G, g.h = h.g. Dans ce cas il est habituel de noter la loi interne 
par le signe + (gh=g+h). 

Un espace vectoriel complexe E est un ensemble munit d’une loi interne notée +, telle que (E, +) 
est un groupe commutatif, et munit d’une loi externe notée . :(C, E) — ÆE qui est distributive par rapport 
à la loi + : À. (vu + w) = À.u + Àw. 

On parle d’ espace vectoriel réel si la loi externe est : (RE) — E. 
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Vision fonction d’ondes Vision vectorielle (Dirac) 
y (x) 
FA + 
= 
: H 
VG= Y()+ V2) 
| Go e 
Vox L 
î 2 => > 
= Ed 
À ee 


_ 
2 


V:> 


Sa Dx)= À Yÿ,@x) 


iv 
= —= > 


v,> 


F1G. 1.1 - Cette figure illustre l’aspect vectoriel de l’espace des fonctions d’ondes. 


1.1.2.1 Les ondes planes 


L’onde plane d’impulsion p € R est : 


Ip> : notation de Dirac 


Remarque (*) : l'intérêt du préfacteur sera montré plus loin, avec la relation de fer- 
meture, cf eq(??). 
1.1.2.2 Paquet d’onde Gaussien 


Le paquet d’onde Gaussien de position moyenne 79 € R, d’impulsion moyenne 
po € R et de largeur o € R est : 
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FIG. 1.2 —- Onde plane, avec p > 0, voir (??). 


1 .Pot (x — x) 
Posoe(o) = ra ep (5) ep (ee 


(ro?) 


ITo, Po, 0 > : notation de Dirac 


FIG. 1.3 - Paquet d’onde Gaussien, voir eq.(??). 


Remarques (*) : 
— la valeur du préfacteur sera justifiée plus loin, pour des raisons de normalisation, voir 
exercice 2. 
— Lorsque la largeur o — ©, le paquet d’onde Gaussien tend vers une onde plane 
d’impulsion po (à condition de modifier aussi le préfacteur). 


1.1. ESPACE DES ÉTATS : LES FONCTIONS D'ONDES LAré 


1.1.3 Le produit scalaire 


Afin de pouvoir distinguer de manière quantitative deux fonctions d’ondes différentes, 
on introduit le produit scalaire. 

Le produit scalaire Hermitien de deux fonctions d’ondes [1 > et [d2 > est le 
nombre complexe noté < %1l\2 > défini par’ : 


< dal >= | Pa(x) (x) de (17) 


(où #.(x) est le nombre complexe conjugué de #1(x)). 

La notation de Dirac < 41|#2 > pour le produit scalaire fait clairement intervenir les 
deux vecteurs [1 > et |Y2 >, mais aussi la notation < #:| qui corresponds au fait que l’on 
a prit le conjugué de la fonction #1(x). 

Comme en géométrie Euclidienne, on peut interpréter le produit scalaire < #1l#2 > 
comme la composante du vecteur [#2 > projetée orthogonalement sur le vecteur [Y1 >. 
Voir la figure 1.4. Intuitivement < #.|92 > renseigne donc si la fonction #2(x) est plus ou 
moins “composée” de la fonction Y1(x). 


> 


> NN IV> 


<ÿilW> 


F1G. 1.4 — Schéma du produit scalaire de deux fonctions d’ondes. 


Les deux fonctions sont orthogonales si < #:|#2 >= 0. 
Comme en géométrie Euclidienne, |d|” =< |# > définit la norme au carré de la 


fonction 4#. En terme de fonction, cela donne 
3 


I? =< who >= | GP de >0 
R 


2Par définition, un produit scalaire Hermitien < #1|#2 >€ © sur un espace vectoriel H doit vérifier 
les propriétés suivantes : 

1. < bold >= < YilY2 > (complexe conjugué). 

2. < Y1[Aÿ + up >= À < id > +u < Y1ly > : linéarité à droite 

3. (p|) > 0 avec égalité si et seulement si [Y) = 0. 
On déduit de (1) et (2) l’antilinéarité à gauche : (Ag + uypld) = A{p|p) + H{wlg). Dans le cas présent, ces 


trois propriétés sont vérifiées ci-dessous. 
3Comme |#|} € R, cette équation montre que [Y(x)|” dx n’a pas d’unité, et donc que Y(x) a l’unité 


de “1/V1ongueur”’. 
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et donc la norme carré ||#||” est la surface sous la courbe positive [Y(x)|°. 

On dit qu’un vecteur est normalisé si |Y|| = 1, c.a.d. < ÿ|ÿ >= 1. Cela signifie en 
terme vectoriel que le vecteur est de longueur 1. En terme de fonction cela signifie que la 
surface sous la courbe |Y(xr)[° est égale à 1. 

(Cette notion sera essentielle page 52 pour interpréter |d(x)[* comme une densité de 
probabilité de présence lors de la détection de la particule, voir eq(??)). * 

Il faut remarquer qu’il y a des fonctions dont la norme est infinie. Par exemple pour 
une onde plane, < #,|Ÿ9 >= fR(1/h)dx = co. Le sous espace des fonctions pour lesquelles 
la norme est finie sera noté #{ dans la suite et appelé l’espace de Hilbert* des fonctions 
d'ondes (appelé aussi l’espace des fonctions de carré sommable). D’un point de vue physique 
cette restriction sera importante pour parler de la probabilité de présence de la particule 
lors de sa détection, et d’un point de vue mathématique, c’est aussi important car l’espace 
de Hilbert aussi noté : 

H = L°(R) 
possède des propriétés très intéressantes, notamment vis à vis la transformée de Fourier, 


voir [RS78, CB73]. 


Exercice 1 Montrer que l’espace des fonctions de carré sommable est un espace vectoriel. 
(il faut vérifier les relations (??)). Pour cela utiliser la relation Ta)a(x)| < L|f(x)f + 


3 l9(æ)l. 


Exercice 2 : 
Montrer que le paquet d’onde gaussien (??) est normalisé. 


Exercice 3 Calculer le produit scalaire entre deux paquet d'ondes Gaussien |t0,po,0 > et 
It6, po >, et interpréter le résultat. 


Remarques et propriétés utiles : 
— On a pour À€ C, 


< ile >= < li > 
< À bilbo >= À < Yilbo > 
< Yi + Vol ls >=< Vida > + < Yolhs > 
preuve : < Yi|b >= f i(x)h(x) dr = ['h1(x)bo(x) dr = <I>. etc. M 


4En général pour un produit scalaire hermitien, on peut montrer les deux propriétés suivantes : 


1. [@lp) < (vlb){ole) : inégalité de Schwartz 
2. lg + ll < [ld|| + |[lel| : inégalité triangulaire 


Ces deux égalité sont vérifiées si et seulement si les deux vecteurs sont colinéaires (i.e. [d) = Aly)) 
5Voir [RS78] page 39 pour une définition précise de Espace de Hilbert. 
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— (*)D’autres espace de Hilbert que l’on rencontre souvent pour décrire une particule 
à une dimension sont 


— Pour décrire une particule confinée dans le segment x € [0, L]|, c’est l’espace des 
fonctions de carré sommable (x), s’annulant en dehors du segment, et noté : 


H = L°([0, L]) 


— Pour décrire une particule confinée sur un cercle S! (par exemple un électron 
dans un petit fil conducteur circulaire, appelé fil quantique), c’est l’espace des 
fonctions de carré sommable périodiques 4 (4), où @ est la position angulaire sur 
la fil circulaire, et noté : 


H=T (ES) 


1.1.4 Vecteur dual, espace dual 


Mathématiquement, on peut interpréter le produit scalaire autrement : pour | >Ee H 
vecteur fixé, l'opération noté < @| (en notation de Dirac) : 


<dl: H—C 
D >—< d|p > 


est une application qui à un vecteur quelconque |[Ÿ > lui associe un nombre complexe (le 
résultat du produit scalaire avec | >). Cette opération est linéaire car < O| AY + po >= 
À < Old > +u < gl >. On dit alors que < @| est une forme linéaire sur #, ou aussi 
appelé un vecteur dual. L'espace des vecteurs duaux (formes linéaires sur #) est noté 
H*, et appelé espace dual. Le vecteur dual < 6] est aussi appelé bra (dans la littérature 
physique). 

On vient de voir que à partir d’un vecteur | >€ #, on peut construire un vecteur dual 
noté < ®| € H*, grâce au produit scalaire. Inversement, un théorème important (le Lemme 
de Riesz, voir [RS78] page 43) montre que tout vecteur dual s’obtient de cette façon. Il est 
important de noter que 


si [9 >= A1 > +ulbe >, 
alors < | = À < 41] + H < Y| 


Si la notion de vecteur dual vous parait trop abstraite, il suffit de retenir qu’un vecteur 
dual < | sert à effectuer le produit scalaire < 4] > avec un autre vecteur. 


A 


1.2 Opérateurs différentiels ?, D, H 


1.2.1 Définitions 


Un opérateur transforme une fonction d'onde (un vecteur) en une autre fonction 
d'onde (autre vecteur). C’est donc une opération dans l’espace des fonctions d'ondes #. 
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Voici la définition des trois opérateurs ê, ÿ. À d’après leur action sur des fonctions. On 


donnera plus loin leur interprétation physique et mathématique, ce qui justifiera leur défi- 
nition. 


lb>=A 1y> 


* 


Iy> 


F1G. 1.5 — Schéma d’un opérateur qui transforme les vecteurs. 


Opérateur de position À : 


lp >= £ld > défini par p(x) = xv(x), VreR. (1.8) 


Opérateur d’impulsion ÿ : 


di 


| >= pl > défini par d(x) = he (x), VzeR. (1.9) 


Opérateur Hamiltonien (ou énergie) À : 
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6 >= Âlp > défini par À = — +V(&) 
m 


On dit que ce sont des opérateurs différentiels car ils sont définit à partir de l’opé- 
ration de dérivation et de multiplication par la fonction x. 
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Exemples (*) : Supposons (sans se soucier des unités) que Y(x) = {x|#Ÿ) = exp(—x?). 
Sig >= £|d > alors p(r) = (x) = xexp(—-1*?). 
Si |d >= fly > alors p(x) = —-ih2r exp (—-x?). 
Si lg >= Âlb >et V(x) = gr“, alors g(x) = (gx? — 4k?/(2m)) x? exp(—x?). 


1.2.2 Opérateurs linéaires 


On dit que £, p, H sont des opérateurs linéaires d’après la définition suivante. 


Définition Un opérateur T est un opérateur linéaire si 


Vih >,lhW>ehx, Viec, 
alors À (AY: >) = À (fiv >) 
et Pi > +de >) = li > +T > 


Propriétés et remarques (*) 

— On convient souvent de mettre un “chapeau” sur le symbole d’un opérateur. Parfois, 
on omettra cette convention lorsque ce sera clair. 

— L'ensemble des opérateurs linéaires sur # forme un espace vectoriel, noté L(H). 
(vérifier) 

— Si Ti, d, sont deux opérateurs linéaires, alors AU (la composition) est aussi linéaire. 

=D; À sont des opérateurs linéaires. 

— L'opération qui transforme un vecteur en lui même (c.a.d. opération qui ne fait rien) 
est une opération linéaire, appelée l’identité : 


l:lp>eH | >eH. 


— Cette propriété de linéarité est très “contraignante” pour la transformation Le car 
pour connaître son action sur n'importe quel vecteur, il suffit de connaître son action 
sur une base. (voir page 34). 

— Remarquons que Ÿ(x) = + € L?(R), car (#|d) < 00. Mais si [b) = £|y), on a 


p(x) = EE & L’(R) car (d|9) = 00. On dit que 6 n'appartient pas au domaine de 


définition de l’opérateur £. La notion de domaine de définition est essentielle pour 
faire la théorie mathématique correcte des opérateurs linéaires. (Voir [RS78] chapitre 
VII). 


1.2.3 Opérateurs adjoints et autoadjoints 


Dans la suite, on utilise la notation : 


Ty >= TT >e H. 
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Définition Si Ÿ : H — H est un opérateur linéaire, l'opérateur adjoint de Test 
l’opérateur linéaire, noté T*, vérifiant : 


<pTtp>=<Télb>, Vié>,lt >eH. 


Propriétés et remarques 
— (*) la relation ci-dessus définit bien l’opérateur adjoint et de façon unique (cela n’est 


pas évident à priori, voir [RS78] page 252). 
— (TD) On a 
QE 


preuve : < PPT ph >=< Ttplp >= < pt > = < Tylp > =< IT p > 
— (TD) On a 


he NE KA < L La tn 
preuve : < | (A) ho >=< Bible >=< Bolt p >=< ÉTÉ p >. 


Notation de Dirac : Pour un opérateur linéaire, on note < 6[T 1} > pour signifier : 


< HP lp>=< IP >=< ÊTély > 


Définition L’opérateur linéaire Ÿ est autoadjoint ou hermitique si Ÿ = T+ c’est à 


dire si 
<pTp>=< Th >, Vi >,lp >. 


Propriété 


À, p, À sont des opérateurs autoadjoints. 
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Le sens physique de cette propriété est donné plus loin. 

preuve (TD) : pour tout vecteur @,% € H, 

< pr th >=< £plp >= [RL rh dr = Je dry dx =< plèb >. Idem pour V(&). 

Et < ppt >=< poly >= [ —in(dp/dx) y dx = — ['ihp(d/dxr) dx =< plÿp >, où on a 
utilisé la formule d'intégration par partie [p#]T® = [ (dd/dx) dx + [ d(dy/dx) dx, et le fait 
que [p#]T® = 0. 

Es 2 + 2 % 
ÊT= (E + V(x)) = + V(x) = À. 


1.3 Évolution d’un état quantique 


1.3.1 L’équation d'évolution 


L’équation de Schrôdinger spécifie comment l’onde quantique #(x,t) de la particule 
évolue au cours du temps. En notation de Dirac, cette équation donne la loi d'évolution 
du vecteur |Ÿ(t) > dans l’espace de Hilbert # : 


Remarques 

— Remarquer que l’on utilise la dérivée “droite” d/dt si il y a une seule variable, ici t 
pour le vecteur |#(t)), et que l’on utilise la dérivée partielle 0/0t si il y a plusieurs 
variables, ici (x,t) pour la fonction Ÿ (x, t). 

— L’équation de Schrôdinger donne précisément la modification instantanée de l’onde 
à un instant précis. Cette modification dépend de la masse de la particule et aussi 
des forces qu’elle subit à travers la fonction potentiel V(x). Pour cette raison on dit 
que l’opérateur Hamiltonien À est le générateur de l’évolution temporelle. 
L’équivalent de cette équation d’évolution en mécanique classique est l’équation de 
Newton, ou plus précisément les équations de Hamilton du mouvement. 

— C’est une équation linéaire, et donc si l’on connaît l’évolution de |#.(t) > et de 
lo(t) >, alors la somme |9(0) >= |#1(0) > +]#2(0) > évolue comme la somme des 
évolutions : |d(t) >= |gu(t) > +ldo(t) >. C’est une propriété très forte, importante 
pour la suite qui s’appelle aussi le principe de superposition. De même le produit 
1(9'(0) >= Alp(0) > évolue comme [poft) >= Alÿ(t) >. Pour cela on peut dire 
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que ÀlY(t) > et [Y(t) > ont le “même comportement”. (En termes mathématiques, 
l’évolution est définie sur l’espace projectif). 

D’après l’équation de Schrôdinger, la fonction d’onde conserve sa norme au 
cours du temps : 


IP (0 =< #4 () >= const (1:11) 
preuve : 
d(< #lp >)/dt =< dp/dilh > + < pldp/dt >=< if b/hp > + < dl —iAp/h > 
= (G/D(<uËte>- <wlfe>)=0 


car À est autoadjoint. Cela montre l'importance du fait que + = H.M 


Exercice 4 montrer de même que le produit scalaire est conservé < w(t)|@({t) >= cste. 


1.3.2 Exemples d’évolutions d’ondes (images et films) 


Cette section se trouve sur la page Web : http://1pm2c.polycnrs-gre.fr/faure/ 
enseignement/meca_q/animations/, où l’on peut voir des animations, en plus du texte 
reproduit ci-après. Sur cette page Web, on peut aussi changer les paramètres de façon 
interactive. 


1.3.2.1 Présentation générale 


Hormis quelques cas particuliers, il est impossible de résoudre analytiquement l’équation 
de Schrôdinger. Dans cette section, nous présentons des solutions obtenues en résolvant 
numériquement cette équation. 


pour différentes conditions initiales (des paquets d'ondes gaussiens, ou des ondes 
stationnaires), 

pour différentes forces externes (choix du potentiel de la forme V (x) = 0,V (x) = x°, 
Vies ri V ie = 4), 

et comparaison avec l’évolution d’une particule (ou nuage de particules) classique 
soumise aux mêmes forces, évoluant avec l’équation de Newton. 

Il y aura des commentaires sur l’étalement de la fonction d’onde du à la dispersion, 
et sur l’effet tunnel. 

Et des commentaires sur la nécessité de voir la mécanique quantique dans l’es- 
pace des phases. 


Modèle étudié On montre et commente des animations numériques d’une particule 
classique et quantique (sa fonction d’onde) à une dimension. La dynamique est spécifiée 
par son Hamiltonien (l’énergie de la particule), qui est de la forme : 


2 


H(a,p) = 3 + V(a) 
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où m est la masse de la particule, et V(x) est le potentiel qu’elle subit. (La force est 
F(x) = -dV/dx). 

L'état quantique initial est un paquet d’onde Gaussien de largeur L. L'évolution de la 
particule classique est obtenue en résolvant numériquement les équations de mouvement 
de Newton (ou Hamilton). L'évolution de la fonction d'onde quantique est obtenue en 
résolvant numériquement l’équation de Schrôdinger. Dans la suite les paramètres suivants 
sont choisis : 


m =l masse 
h = 1 : constante de Planck 
L=I1 


Largeur du paquet d onde Gaussien 


1.3.2.2 Définition de la représentation de Husimi dans l’espace de phase 


Nous utilisons une représentation d’un état quantique dans l’espace de phase : la re- 
présentation de Husimi. Cette représentation sera étudiée page 95. Pour le moment 
nous donnons sa définition qui est intuitive et naturelle : 

C’est la fonction : 


Husy (x,p) = |{x,pl#)f? 


qui est obtenue en faisant le produit scalaire entre l’état (1) et un paquet d’onde Gaussien 
(x, p), et faisant varier (x, p). Le paquet d’onde |x, p) est relativement “localisé” en position 
et en impulsion et donc, intuitivement, ce produit scalaire sonde la présence de l’état 
quantique à la position (x, p) de l’espace de phase. Autrement dit, si la fonction Hus,, (x, p) 
est importante au point (x,p), c’est que le produit scalaire (x, pl) est important et donc 
que l’état quantique |) est “fortement” composé du paquet d’onde |x, p). 


1.3.2.3 L’oscillateur harmonique 


Potentiel : 
Vix):= LT 


L'état classique initial est en zo = 8, po = 0. 
Dynamique dans l’espace de configuration x(t) Voir figure (1.6). 


Commentaires 

— Le point bleu de la figure de gauche montre la position x(t) de la particule classique. 
On a représenté la valeur Æ de l’énergie totale et la fonction énergie potentielle V(x). 

— Sur la figure de droite, on a représenté le module carré de la fonction d’onde quan- 
tique : |Y(x, t)f, qui s’interprête comme la densité de probabilité de présence de la 
particule. 
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FIG. 1.6 - 


Observations 


1. Il y a une correspondance parfaite entre la position de la particule classique et celle 
du paquet d’onde quantique à tout instant. 


2. Le paquet d’onde garde sa forme Gaussienne concentrée au cours du temps. Il n’y a 
pas de dispersion. 


Dynamique classique dans l’espace de phase x(t), p(t) Voir figure (1.7). 


LE EE LC 


Le 
h. 


FIG. 1.7 — 


Commentaires 
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— La figure de gauche montre les trajectoires classiques dans l’espace de phase (x, p). 

— La deuxième image montre l’évolution classique (de Liouville), non plus d’un point, 
mais d’une distribution f (x, p,t) sur l’espace de phase, qui est choisi comme étant 
une fonction Gaussienne à { = 0. Le niveau de gris est relié à l’intensité de la fonction 
f(x, p). Cette distribution est répartie sur plusieurs trajectoires. 


Observations 
1. La période de chaque trajectoire est T' = 27 = 6.28. 


2. La distribution de Liouville reste Gaussienne au cours du temps, car les trajectoires 
ont toutes la même période T = 27. Cela explique pourquoi il n’y a pas de dispersion 
avec l’Oscillateur Harmonique. 


Dynamique quantique dans l’espace de phase x(t), p(t) Voir figure (1.8). 


FIG. 1.8 - 


Commentaires Il s’agit de la représentation de Husimi (voir notes de cours) de 
l'état quantique |Ÿ(t)). La première image montre cette distribution Husy(y (x, p,t) en 
trois dimensions ; la deuxième image montre cette même distribution en niveaux de gris. 


Observations Il est remarquable d’observer que à chaque instant la distribution 
quantique Husy(y (x, p,t) coïncide avec l’évolution classique de Liouville de la même dis- 
tribution initiale. Cela est propre à l’oscillateur Harmonique, et est encore relié au fait qu’il 
n’y a pas de dispersion. 
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Etat stationnaire Les états quantiques ci-dessus ne sont pas stationnaires, car leur 
forme évolue au cours du temps. Pour une forme du potentiel donnée, il y a des fonctions 
d'ondes quantique particulières, appelée ondes stationnaires, dont la forme reste invariante. 
Chaque onde stationnaire a une énergie précise. 

Voici ici l’onde stationnaire numéro 33, d'énergie E = 32,5. Voici le même état quan- 
tique, en représentation de Husimi dans l’espace de phase : 

Voir figure 1.9. 
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Observations 
1. L’onde stationnaire est répartie sur toute la région classique permise d’énergie Æ. 


2. Dans l’espace de phase, l’onde stationnaire est concentrée sur la trajectoire classique 
d'énergie E. C’est clairement une distribution invariante lors de l’évolution. 


3. À x donné, les oscillations de la fonction d’onde [#(x)|” se comprennent à partir de 
la distribution dans l’espace de phase, comme résultant d’une interférence (superpo- 
sition) entre la partie d’impulsion positive p > 0 de la forme exp (ipx), et la partie 
p < 0 de la forme exp (—ipx), donnant au total des oscillations de la forme cos (px). 


1.3.2.4 L’oscillateur Anharmonique 


Potentiel : 


1 
V{(x) = LA + 0.027 


L'état classique initial est en xzo = 6,po = 0. 


Dynamique dans l’espace de configuration x(t) Voir figure (1.10). 
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F1G. 1.10 - 


Commentaires 

— Le point bleu de la figure de gauche montre la position x(t) de la particule classique. 
On a représenté la valeur Æ de l’énergie totale et la fonction énergie potentielle V(x). 

— Sur la figure de droite, on a représenté le module carré de la fonction d’onde quan- 
tique : Y (x, 1) qui s’interprête comme la densité de probabilité de présence de la 
particule. 


Observations 


1. Pour les temps courts, { < 6, le paquet d’onde reste concentré, et sa position corres- 
pond bien à la position de la particule classique. Cependant, il y a des phénomènes 
d’interférences lorsque le paquet d’onde rebondit sur les bords du potentiel (oscilla- 
tions de petites longueurs d’onde). 


2. Pour les temps plus longs (ft > 6), le paquet d’onde se disperse, et s’étale sur toute 
la largeur permise classiquement. 


Dynamique classique dans l’espace de phase x(t}), p(t) Voir figure (1.11). 


Commentaires 

— La figure de gauche montre les trajectoires classiques dans l’espace de phase (x, p). 

— La deuxième image montre l’évolution classique (de Liouville), non plus d’un point, 
mais d’une distribution f(x, p,t) sur l’espace de phase, qui est choisi comme étant 
une fonction Gaussienne à t—0. Le niveau de gris est relié à l’intensité de la fonction 
f(x, p). Cette distribution est répartie sur plusieurs trajectoires. 


Observations 
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Liouville 


FIG. 1.11 - 


1. Contrairement au cas de l’oscillateur harmonique, ici les trajectoires d'énergie diffé- 
rentes ont des périodes différentes. La période diminue avec l'énergie. 


2. Cela explique le comportement de la distribution de Liouville dans l’espace de phase : 
la partie extérieure de la distribution qui a une énergie plus élevée, tourne plus vite 
que la partie intérieure, et il résulte que la distribution s’étale, et s’enroule. On dit 
qu’il y a de la dispersion classique. 


Dynamique quantique dans l’espace de phase x(t), p(t) Voir figure (1.12). 


FIG. 1.12 — 


1.3. ÉVOLUTION D'UN ÉTAT QUANTIQUE 31 


Commentaires Il s’agit de la représentation de Husimi (voir cours, ou définition 
ci-dessus) de l’état quantique |Y(t)) dans l’espace de phase. La première image montre 
cette distribution Hus (x, p,t) en trois dimensions ; la deuxième image montre cette même 
distribution en niveaux de gris. 


Observations 
1. Pour les temps courts, { < 6, la distribution reste localisée. 


2. Pour les temps intermédiaires, 6 < t < 18, la distribution s’étale peu à peu, et 
s’enroule jusqu’à atteindre une circonférence. Ensuite la partie rapide (la tête) rejoint 
la queue et interfèrent. 


3. Pour les temps longs, { > 20, la distribution est répartie sur toute la trajectoire, et 
parfois des petits paquets apparaissent, à cause de phénomènes d’interférences. 


4. Il est intéressant de comparer l’évolution de la distribution de Husimi avec celle de 
Liouville. Les deux évolutions sont similaires jusqu’à ce que les phénomènes d’inter- 
férences quantiques apparaissent pour t > 20. 


Etat stationnaire Les états quantiques ci-dessus ne sont pas stationnaires, car leur 
forme évolue au cours du temps. Pour une forme du potentiel donnée, il y a des fonctions 
d’ondes quantique particulieres, appelée ondes staionnaires, dont la forme reste invariante. 
Chaque onde stationnaire a une énergie précise. 

Voici ici l’onde stationnaire numéro 31, d'énergie E : Et voici le même état quantique, 
en représentation de Husimi dans l’espace de phase : 

Voir figure 1.13. 


Ixle>1°2 


Observations 


1. L’onde stationnaire est répartie sur toute la région classique permise d'énergie E. 
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2. Dans l’espace de phase, l’onde stationnaire est concentrée sur la trajectoire classique 
d'énergie E. C’est clairement une distribution invariante lors de l’évolution. 


3. Sur les oscillations de |#(x)[*, même remarque que ci-dessus. Voir 1.3.2.3. 
1.3.2.5 Le double puits de potentiel 


Potentiel : : 
V(x) = si + 0.005 x“ 


L'état classique initial est en zo = 3, po = 0. 


Dynamique dans l’espace de configuration x(t) Voir figure (1.14). 


t=361728 


FIG. 1.14 - 


Commentaires 

— Le point bleu de la figure de gauche montre la position x(t) de la particule classique. 
On a représenté la valeur E de l’énergie totale et la fonction énergie potentielle V(x). 

— Sur les deux autres figures, on a représenté le module carré de la fonction d’onde quan- 
tique : px, t)f, qui s’interprête comme la probabilité de présence de la particule. 
La deuxième figure montre une evolution régulière en temps, t = 0 à 10. La troisième 
figure montre une evolution en temps, t = 0 à 107 sur une échelle logaritmique. 


Observations 

1. Pour les temps courts, le paquet d’onde évolue dans le puits de droite, comme dans 
le modèle de l’oscillateur anharmonique. 

2. Pour les temps plus longs (t=500), le paquet apparait dans le puits de gauche. Ce 
puits de gauche serait permi classiquement, mais la barrière de potentiel empèche la 
particule classique d’y aller. Pour des temps très longs (t > 10%), l’onde quantique 
est répartie équitablement dans les deux puits, et fluctue. Ce passage dans le puits 
de gauche interdit classiquement, s’appelle l'effet tunnel. 
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Dynamique classique dans l’espace de phase x(t}), p(t) Voir figure (1.15). 


FIG. 1.15 — 


Commentaires Cette figure montre les trajectoires classiques dans l’espace de phase 
(&p). 


Dynamique quantique dans l’espace de phase x(t}), p(t) Voir figure (1.16). 


t-361728 
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Commentaires 

— Il s’agit de la représentation de Husimi (voir cours) de l’état quantique |Y(t)). L’inten- 
sité de cette distribution Hus(x,p;,t) est représentée en niveaux de gris. La première 
figure montre une evolution régulière en temps, t—0 à 10. La deuxième figure montre 
une evolution en temps, t—0 à 107 sur une échelle logaritmique. 
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Observations Mêmes observations de l’effet tunnel que ci-dessus. 


Etat stationnaire Les états quantiques ci-dessus ne sont pas stationnaires, car leur 
forme évolue au cours du temps. Pour une forme du potentiel donnée, il y a des fonctions 
d'ondes quantique particulieres, appelée ondes staionnaires, dont la forme reste invariante. 
Chaque onde stationnaire a une énergie précise. 

Voici ici l’onde stationnaire numéro 7, d'énergie E : Et voici le même état quantique, 
en représentation de Husimi dans l’espace de phase : 

Voir figure 1.17. 


I<xlez172 


Observations 


1. L’onde stationnaire est répartie sur toute la région classique permise d’énergie E, 
dans les deux puits. 


2. La barriere de potentiel n’est pas un obstacle. Cela correspond à l’effet tunnel ci- 
dessus. 


3. La forme de l’onde stationnaire est symétrique, et possède donc la même symétrie 
que le potentiel V(x). 


1.4 Bases, et changement de bases 


Pour continuer cet exposé de la mécanique quantique, il nous faut maïntenant dévelop- 
per quelques aspects mathématiques reliés à cet espace # des fonctions d’ondes. 


1.4.1 Base orthonormée 


Définition Une suite de vecteurs |V; >€ H, i = 1,2...forme une base orthonormée 
(b.o.n.) de l’espace #, si 


< l'AZ >= da Ge = | Si? = 3; des —{() sinon) 
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et si tout | >€ # se décompose sous la forme : 


b>= D HV», (1.12) 
i=1,2... 
avec D; € € : composantes (1.13) 


Si la suite de vecteurs |V; >, = 1,2... est infinie, on dit que l’espace # est de 
dimension infinie. Sinon, si à = 1,2,...,N, on dit que # est de dimension finie N. 


Remarques et propriétés : 
— On verra ci-dessous que l’espace des fonctions d'ondes # = L?(R) est de dimension 
infinie. Dans le chapitre suivant, on étudiera l’espace de Hilbert du spin 1/2 qui est 
de dimension finie 2. 
— Les composantes 4; € € du vecteur |$ > dans la base |V; > sont obtenues par le 


produit scalaire : 
Di =< V;lg > (1.14) 


en eflet : < Vilg >= 37,45 < VilV, >= D, ji; = di. Voir figure 1.18. 


M2 (V,J6>)[V,> 


FIG. 1.18 - Schéma de la décomposition du vecteur | > dans la base [Vi >,1V2 >. 


— On a alors 


<élb>= SN |Hf 


et donc forcément 4; — 0, pour à — co. 


preuve : On a < glé >= (Didi < Vil) (DIV; >) = Dis did < VV; >= ibid. 


— (*) Par rapport à la la base |[V; > choisie, on représente le vecteur [9 > par le tableau 
de composantes complexes, ou vecteur colonne : 


mais attention, si on choisit une autre base, le même vecteur aura d’autres compo- 
santes, et sera représenté par un autre tableau. 
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— (*) Pour des calculs avec un ordinateur, on représente le vecteur [9 > par un tableau 
(vecteur colonne), que l’on tronque en ne gardant qu’un nombre fini N (mais très 
grand) de composantes. La propriété 4; — 0, pour à — oo mentionnée plus haut 
garanti que la précision peut être suffisante si N est assez grand. 

— (*) Il y a un théorème sur l'existence de b.o.n. dans un espace de Hilbert, voir [RS78] 
page 44. 


1.4.1.1 Exemple d’une particule sur un cercle 


Pour décrire une particule confinée sur un cercle S! (par exemple un électron dans un 
petit fil conducteur circulaire, appelé fil quantique), l’espace de Hilbert est l’espace des 
fonctions de carré sommable périodiques : 


H= 1 (5!) 


Si le fil est de circonférence L, et si x est la position le long du fil, c’est l’espace des fonctions 
vérifiant : 


(x + L) = o(x) 


Propriété Les fonctions 


1 2Tx 

Vitz) = —=exp|ik— |], kezZ 1.15 
1 = pen (ue) (15) 

forment une b.o.n. de l’espace H = L? (51). 
preuve (TD) : on vérifie d’abord l’orthonormalité : < V,[W >= if exp (i(! — k) 22) dx. 
SRAL< VV >= EE [exp (//)5 = 0. Si k = 1, < V[W >= 1. Ensuite le théorème des 
séries de Fourier, dit que toute fonction périodique d(x) de carré sommable, peut se décomposer 

sous la forme : 


Pour cette raison, on dit aussi que |V; > est la base de Fourier de H = L? (S D. = 


Exercice 5 Donner une autre b.o.n. possible pour H = L?(S1) ? 


1.4.2 Relation de fermeture 
D’après eq.(??)et eq.(??) ci-dessus, on a : 


>=) (<>) > 


4 


que l’on écrit de la façon suivante (en écrivant le nombre complexe < V;]g > à droite du 
vecteur |V; > ) : 


>= SM >< Vip >= D I; >< ki) \b > 
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ainsi la somme 


JS M><vl=i (1.16) 


4 


laisse le vecteur [9 > inchangé, et peut donc être considérée comme l’opérateur identité. 
Cette expression donnant l’opérateur identité à partir des vecteurs d’une base o.n. s’appelle 
la relation de fermeture; elle est extrêmement pratique. 


Remarques (*) 
La notation Id = ÿ;,|V; >< V;| peut se comprendre de façon précise avec la 
notion de vecteur dual < V;|. En effet un terme de la somme Ê, = ><] 
correspond à un opérateur qui transforme le vecteur [9 > en P;\g | s< 
Vilo >= (< Vl >)|V; > c’est à dire en sa projection orthogonale sur le vecteur 
de base |V; >, voir figure 1.18. On la relation 


PR 


4 
qui traduit en général que L est un projecteur, et 
Pr = b 
précisant que c’est un projecteur orthogonal. L'opérateur identité est alors 
Id >: 


1.4.3 Expression d’un opérateur dans une base 


Plus généralement, pour un opérateur O, on lui associe ses éléments de matrice dans 


une base o.n. (|V; >) : 
Oi5 =< VO > 
Les coefficients O;,;, à,j = 1,2,... forment une matrice de taille infinie. 


Si [9 >= Ô|Y >, alors les composantes d; s’obtiennent à partir des composantes 4; par 
la multiplication du vecteur par la matrice 


Di = ÿ OV; 
j 
En effet, à l’aide de la relation de fermeture, on a : 


<Vilé >=< VO Idlp >=< VO NV; >< Vié >= ÿ < VJÔIV; >< V;lp > 
j j 


Ainsi, étant donné une base o.n., il y a une correspondance parfaite entre les vecteurs, 
et les tableaux colonne d’une part, et les opérateurs et les matrices d’autre part. 
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1.4.4 Changement de base (*) 


SilV >,i=1,2...et |W; >,i—1,2...sont deux bases o.n. différentes du même espace 
H, et si | >€ H est un vecteur, ses composantes 4; =< V;|d > (respect. D; =< Wl9 >) 
dans chacune des bases sont reliées par : 


pi =< Villdlé >= < VW; ><Wilg >= D <VIW; > à; 
j j 


On a utilisé pour cela la relation de fermeture, et Q;,; =< V;]W; > s’interprète comme les 
éléments de matrice de la “matrice de changement de base”, qui est une matrice unitaire. 


Exercice 6 1. montrer que la matrice dans une b.o.n. de l’opérateur adjoint Ô+ est la 
transposé-conjuguée de la matrice de l’opérateur O. (On note OŸ = re ) 


2. Montrer que la matrice dans une b.o.n. d’un opérateur unitaire est une matrice uni- 
taire. 


3. Montrer inversement qu’un opérateur unitaire Q correspond à un changement de base 
on, par [W:>=QM >, 1=1,2.: 


1.5 Spectre d’opérateurs 


1.5.1 Définition et propriétés générales 


Dans cette section nous continuons de développer des aspects mathématiques liés aux 
opérateurs linéaires, qui seront indispensables pour la suite. 


Définition pour un opérateur linéaire æ donné, on dit que la fonction | >€ # est un 
vecteur propre de l’opérateur T', et que À € C est sa valeur propre associée, si : 


Îlé >= lg > 


L'ensemble des vecteurs propres et valeurs propres de T forment le spectre de l’opérateur 
F; 


9 : 2 
Exercice Trouver le spectre (valeur propres et vecteurs propres) des matrices ( 11 ) 


2 . : 3 | 
et ( 1 - . Dessiner les axes propres dans le plan R?, et interpréter la particularité des 


solutions obtenues (angles entre les axes propres, et produit des valeurs propres). 
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Propriétés 
1. Si Ÿ est un opérateur autoadjoint, (1e. Î+ = os alors la valeur propre À 


est réelle. (À € R). 
preuve : 


À < plp >=< Xxplp >=< lg > 
=< PPT b >=< pITh >= À < glé > 


donc À = À 

2. Si T est un opérateur autoadjoint et si Tlé >= Ali >, et Tlha >= Aldo >, 
avec À # À2 alors < #1|92 >= 0, 
c.a.d. que : les vecteurs propres de deux valeurs propres différentes sont 
orthogonaux. | 
preuve : on à < D2|T|p1 >= À1 < holpi >= À2 < polhi >, donc (A1 — A2) < hofpi >= 0, 
donc < D|1 >= 0. 


Remarques 

— sil > est un vecteur propre de T de valeur propre À alors 19 >= ulp >, (avec 
lb € C quelconque) est aussi vecteur propre avec la même valeur propre (car T|g! = 
T'(ulé >) = 4T1g >= pAÏg >= ÀÏg' >). 

En particulier en peut toujours choisir un vecteur propre [9 > normalisé (c.a.d. de 
norme un : < @|@" >= 1). Il suffit de prendre : 19" >= (< @|d sr | >. 

— Un opérateur peut avoir beaucoup de vecteurs propres et valeurs propres différentes ; 
mais ce ne sont que des vecteurs très particuliers, car la somme de deux vecteurs 
propres n’est pas un vecteur propre : T(Id: > +]D2 >) = Adi > +A2[do >, sauf si 
À — À2. 

— (*) Supposons que les vecteurs propres et valeurs propres (|; >, Ài)-10.. d’un opé- 
rateur Ÿ forment une base o.n. de l’espace #. Alors dans cette base, Test représenté 
par une matrice qui est diagonale (avec À1, À2,... sur la diagonale). 

La propriété précédente suggère que les différents vecteurs propres d’un opérateur autoad- 
joint puissent former une base o.n. de l’espace de Hilbert. Les vecteurs de base seraient 
indicés par les valeurs propres associées. Cela n’est pas tout à fait vrai (la situation est un 
peu plus compliquée) comme le montre les exemples suivant. 

Étudions maintenant le spectre des opérateurs &, p, À. 


1.5.2 Spectre de l’opérateur ?, “base de position” 


On cherche donc une fonction de norme finie et non nulle @(x) telle que £|d >= Xl >. 
Cela donne xô(x) = Ag(x),Vx, soit (x — À) (x) = 0,Vx donc @(x) = 0 si x # À. La 
fonction recherchée 6(x) est donc nulle partout sauf peut être au point x = À. Sa norme 
est donc nulle. 

Conclusion : l’opérateur à n’admet pas de vecteur propre dans l’espace # (ni 
de valeurs propres). 
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Cependant on peut quand même résoudre partiellement ce problème, par un processus 
de limite de la façon suivante : 

Pour une valeur de x € R donnée, et € € R donné petit, considérons la fonction notée 
Ixe > (ou x. (x')) définie par x.(x') = 1/e si x' € [x,x +€], et xe(x') = 0 sinon. Voir figure 
(1.19). 


x (x) 


FIG. 1.19 — Fonction x.(x') aussi notée |x. >, convergeant vers la distribution de Dirac 
Ite > x >pour € — 0. 


On a alors 
T+E 1 T+E 1 
AR J = 60) di = [l Lo(')da" _ é() f dr = @(x), poure — 0 
On note : 
Remise 
E—0 


et on a donc la relation importante : 


< xl9 >= (x) (1.17) 


Et par définition de l’opérateur £& , voir eq.(??), on a : (&b)(x) = x@(x) que l’on peut 


écrire : 
Sonor =r<ero 


(valable pour tout [9 >), donc : 


STD=TKT 


AE Ne AE 


La dernière équation montre ce que l’on recherchait : 

Ix > est vecteur propre de l’opérateur à avec la valeur propre x. 

En conclusion, le spectre de l’opérateur £ est constitué par les valeurs propres x € KR, 
et les états [x > associés. On dit que £ a un spectre continu. (car toutes les valeurs 
de x sont permises, formant un ensemble continu). Il n’y a pas de contradiction avec la 
remarque faite plus haut, car l’on va voir tout de suite, que |x) & H. 
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Remarques 


Du point de vue physique, si une particule est dans l’état [x >, cela signifie que 
l’onde de la particule est “très localisée” au point x. Précisément, l’onde a une cer- 
taine largeur € (comme la fonction |x. >) mais que l’on considère comme très petite 
(négligeable) ; et bien sûr on espère que la valeur précise de la largeur €, ainsi que 
la forme précise de l’onde à petite échelle n’importe pas. Au lieu de la fonction x, 
définie plus haut, on aurait pu prendre n’importe quelle forme se concentrant pour 
e — 0, et vérifiant eq.(??), voir TD. 

D'un point de vue mathématique, pour € — 0, la valeur des fonctions x.(x) diverge, 
donc la limite |x > n’est pas une fonction, c’est à dire |x) & H. En physique, on 
appelle néanmoins cette limite la “fonction de Dirac” (introduite par Dirac pour 
les besoïns de la mécanique quantique et avant lui par Heaviside à la fin du XIX ème 
siècle). Elle est aussi notée (x —x) (abusivement puisque ce n’est pas une fonction), 
et la relation fondamentale (??) s’écrit : 


5 — x)o(x')dx' = @(x) (1.18) 


C’est le mathématicien Laurent Schwartz en 1950 [Sch66jqui a donné un sens rigou- 
reux à cette notion, en observant que la relation eq.(??), montre que < x| est une 
forme linéaire qui à la fonction [9 > associe le nombre 6(x). Il est donc correct de 
dire que < x} est un vecteur dual, appartenant à l’espace dual H* mentionné page 19 
(Habituellement noté S'(R)). Dans cette théorie mathématique, < x| est appelée la 
distribution de Dirac en x. (Le point de vue physique et mathématique sont donc 
assez semblables, ce qui est “raisonnable”). 

Le fait que £ a un spectre continu est étroitement relié au fait que les vecteurs 
propres associés ne sont pas des vecteurs de #. En effet d’après la propriété page 39, 
on s’attend à ce que des vecteurs propres dans # aient des valeurs propres associées 
discrètes. 


1.5.2.1 Relation de fermeture en position 


On a : 


donc 


Vigi), [Yo),  < ill >= IETO 0 dx = | <pilr >< xl > 


qui est la relation de fermeture dans la base position. 
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Abusivement, on dira que x >,x € R forme une base de l’espace # dite base de 
position, pour la représentation en position. (Attention, ce n’est une base au sens 
précis du terme, car |x) # #). 

Ainsi la relation eq.(??) s’interprète par analogie avec eq.(??) en disant que : 

O(x) est la composante du vecteur |p > dans la base (|x >)... 

De même on à d’une part < xl >= [ < x|x' >< x'[d > dx'et eq.(??) : g(x) = 
J'ô(x' — x)o(x')dx’. Donc par identification : 


< x|x" >= (x — x) 


Exercice 7 montrer que l’on peut écrire : 


+00 
D | rs ><&|dr 


[se] 


1.5.3 Spectre de l’opérateur ?, “base d’impulsion” 


On cherche une fonction @,(x) vecteur propre de l’opérateur p, et de valeur propre 
associée p € R. C’est à dire tels que : plg, >= pl, > avec @, (x) = {xl®,). D’après (??), 
cela donne —ihd@(x)/dx = p@(x), soit d(x) = C.exp (ipx/h). La constante C'est arbitraire 
(cf remarque ci-dessus). On choisit C = 1/V2rh de façon a pouvoir écrire simplement la 
relation de fermeture ci-dessous, eq.(??). 

Le spectre de ÿ est donc constitué par les valeurs propres p € R avec vecteur propre 
associé noté |p > donné par la fonction appelée onde plane (on utilise dorénavant la 
relation (??)) : 

1 ipx 
Pn(x) = z|p Fe Vo ( h ) 

On remarque que le spectre de ÿ est continu, et que les fonctions @, ont une norme 

infinie (car < plp >= fy mm dt = ). Tout comme les états |x), les fonctions propres @, 


ne sont donc pas des vecteurs de l’espace de Hilbert # = L?(R). 


1.5.3.1 Transformée de Fourier, et relation de fermeture en impulsion 


Utilisons (|p >,p € R) comme une base de # (Comme expliqué plus haut, il est abusif 
d'appeler cela une base, mais c’est cependant le terme utilisé). Les composantes d’un 
vecteur | > dans cette base sont donc < pl >, et on à 


1 ip à 
< pl >= | < plx >< xl > dr = = Je 6) dx = @(p) 


montrant que les composantes < plg > sont la fonction transformée de Fourier ®(p) 
de la fonction d’onde @(x) (avec le coefficient À en plus qui est juste un facteur d’échelle, 
par rapport à la définition mathématique de la transformé de Fourier). On dit aussi que la 
base |p > est la base de Fourier, et que ®(p) est la représentation en impulsion. 
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La relation de Fourier inverse : 


1 de ÿ 
(= : SE $(p) dp 


s'écrit en notation de Dirac : 
to | < xp >< plp > dp 


et montre donc que l’on a la relation de fermeture dans la base d’impulsion : 


+00 
| \p >< p| dp (1:19) 


[se] 


Remarques : 
— Sans le choix © = 1/V2rñ de la constante ci-dessus, cette relation de fermeture 
aurait eu un facteur supplémentaire. 


1.5.3.2 Applications de la relation de fermeture 


d’une part 


< bp >= L < ir >< xl > dx = | \p(x)|* dx 


d’autre part : 
<ôb>= | <op><nie >= [lo dr 


donc < gl >= f | dp = [ |b(x)|” dx qui est la relation de Parceval. 
On a 
<plôlé >=p<plé> 
donc : 


(56) (p) = pdt) 


ainsi l’opérateur ÿ agit comme une dérivation dans la base de position (voir définition (??)), 
et comme une multiplication dans la base d’impulsion. 


Exercice 8 Calculer et représenter la fonction d'onde du paquet d'onde Gaussien en re- 
présentation impulsion ‘Pro po,o (P) =< P|To, Po, 0 >. 
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Exercice : montrer que l’on peut écrire 


ÿ = Jr >< pldp 


Exercice Écrire l’équation d'évolution de Schrôdinger en représentation d’impulsion, 
pour la fonction @(p, t). 


1.5.4 Spectre de l’opérateur À , base des états stationnaires 


L'expression exacte de l'opérateur À = ÿ +V(£&) dépend du potentiel V(x) considéré. 
Supposons qu'une onde [dx >€ H (non nulle) vérifie l'équation appelée équation de 
Schrôdinger stationnaire : 


lé >= Elée > (1.20) 


La valeur propre E € R est appelée énergie de |@x > (car E a la dimension d’une 
énergie). 

Sauf dans des cas particuliers (dus à des symétries), il est impossible de trouver ana- 
lytiquement l’expression des fonctions propres 4%(x). On doit utiliser des méthodes d’ap- 
proximation décrites dans le chapitre 6. 

Ces cas particuliers à une dimension sont par exemple : 

— V(x) = 0 : potentiel nul, c.a.d. pas de force extérieure, donc particule libre. 

— V(x) = kr? : potentiel quadratique, c.a.d. force F(x) = —dV/dx = —kx linéaire 

(dite Harmonique). 

— Plus généralement V(x) = ax? + bx + c par morceaux. Le cas de potentiels constants 

par morceaux est très étudié en licence. 


1.5.4.1 Interprétation physique : onde stationnaire 


Alors au cours du temps, l’onde |@(t) > évolue comme : 


dé(@ > _ {A ne 
EE = (-4) b() >= —ilé() > 


dont la solution est explicitement : 


ld(t) >= exp (+) ld(0) > (1:21) 


c’est à dire 
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Autrement dit, l'enveloppe de l’onde ne change pas (i.e [p(x,t)| est constant au cours du 
temps), seule sa phase complexe change à vitesse constante (dépendant de Æ). On dit alors 
que |d(t) > est une onde stationnaire ou un état stationnaire. Remarques : 

— c’est l’analogue des ondes stationnaires sur une corde vibrante qui pulsent d’après 
l'équation d'évolution des ondes @26 — «926 = 0. 

— Il est important de savoir que les ondes stationnaires (vecteurs propres de À ) sont 
des solutions particulières. En générale pour une condition initiale quelconque @(x, 0) 
l’onde évolue, se déforme et n’est pas stationnaire. Voir exemples ci-dessous. Les ondes 
stationnaires sont néanmoins importantes pour trois raisons au moins : 


1. Au niveau mathématique, les vecteurs propres de À forment une base de l’espace 
total H . 


2. À température (presque) nulle, un système non isolé se met dans son état de plus 
basse énergie, qui est l’onde stationnaire de plus basse énergie. À température 
plus élevée, on montre en physique statistique (loi de Boltzmann) que le système 
est dans une répartition statistique d’ondes stationnaires de différentes énergies. 
L'état stationnaire de plus basse énergie s’appelle l’état fondamental. 


3. Dans les expériences de spectroscopies (Expérience assez standard pour sonder 
la matière par le rayonnement), on impose une force stationnaire au système 
(par exemple une onde monochromatique laser sur une molécule), la faisant 
transiter vers un état d'énergie spécifique. 


— (*) Pour l'opérateur de Schrôdinger À = 2 + V(x), les vecteurs propres peuvent 
être choisis comme étant des fonctions (x) réelles (et non complexes), car l’équation 
différentielle est une équation réelle. Exercice : à montrer. 


1.5.4.2 Exemple d’une particule libre sur l’axe x 


Si V(x) = 0, c’est à dire À = #., alors les fonctions propres sont les ondes planes 
lg >= |p >, car Ê\ér _— 2 \p > et donc E — p > 0. 


Remarques 

— Le spectre est continu. Cela est relié au fait que à toute énergie permise, la particule 
peut partir à l’infini. Voir plus loin un critère plus précis, figure 1.20. 

— Pour une valeur donnée de E, il y a deux fonctions propres différentes associées : 
Ip >,|—p >, avec p = V2mE . On dit que la valeur propre E est dégénérée, avec 
une multiplicité deux. 

— (*)La relation de fermeture dans la base d’énergie est Id = f, dplp >< p|. 

— Physiquement |[p > correspond à une onde d'énergie E se déplaçant vers la droite, et 
|— p > vers la gauche. 
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1.5.4.3 Exemple d’une particule libre sur un cercle 


L'espace des fonctions périodiques est # — L?(R). Pour une particule libre H = 
f?/(2m). Pour une fonction de base V4(x) = 7 exp (ik2Æ), voir eq.(??), on a : 


dV, k2rh 
<aôVe >= RE (œ) = Vi (x) = pe < a > 
dx L 
donc les valeurs propres de l’impulsion sont discrètes 
k2rh 
= kezZ 
Pk L ; € 


et aussi pour l'énergie H|V, >= E;|V, > avec : 


2 
Det. Lez 
2m 
Le spectre d'énergie est à nouveau de multiplicité deux (sauf si 4 = 0), mais cette fois ci le 
spectre d'énergie est discret. On verra que cela est lié au fait que la particule est confinée 
sur un cercle. La relation de fermeture en énergie s’écrit : 


Id= SN | >< Vel 
keZ 


1.5.4.4 Remarques 


Spectre discret ou continu? En général (V(x) quelconque) le spectre de À peut avoir 
une partie discrête (i.e des valeurs propres associée à des fonctions d'ondes normalisées) 
et une partie continue. C’est le cas dans l’exemple important d’un puits de potentiel, voir 
figure 1.20. Cela sera justifié plus loin. 


E 
trajectoire "ouverte" sp Re 
continu 
VX) Le 
trajectoire TL spectre 
confinée A at 


F1G. 1.20 - Schéma d’un Spectre discret et continu en relation avec la nature des trajectoires 
classiques confinée ou ouvertes (partant à l'infini). 


Il y à des exemples moins intuitifs, par exemple celui d’un potentiel V(x) “aléatoire”, 
mais borné (0 < V(x) < V ), décrivant un électron dans un conducteur contenant des im- 
puretés par exemple. On montre alors que le spectre est discret pour toute valeur d'énergie 
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(même au dessus du potentiel £ > V) et que toutes les fonctions d’ondes d'énergie sont 
localisées (norme finie), alors qu’une particule classique d'énergie E > V peut s'échapper 
à l'infini. C’est le phénomène de localisation forte de Anderson. 


Relation de fermeture (*) A partir de l’ensemble des vecteurs propres de À , On peut 
écrire la relation de fermeture. Supposons que chaque vecteur propre est indicé par . Alors 


Id = bi >< di 


Dans cette notation un peu vague, il faut comprendre que l'indice à peut être continu si 
le spectre est continu (alors ÿ: est une intégrale), et que deux indices à différents peuvent 
correspondre à une même énergie E = E; = E; si il y a dégénérescence. 

On a de même 


À = DE: >< bi] 


Exercice : Utilisation pour l’évolution d’un état quelconque (TD) : Exprimer |o(t) >à 
partir de < 6x%l6(0) >. Cas d’une particule libre. 


1.5.5 Représentation d’'Heisenberg (*) 


A 


vu comme changement de base avec opérateur unitaire U(t). Voir Cohen [CBF] p.311. 


QQ 


1.6 Spectre d’opérateur et résultat d’une mesure 


1.6.1 Opération idéale de mesure d’un système quantique 
1.6.1.1 Limite de validité de l’équation de Schrôdinger 


Jusqu'à présent nous avons supposé que la “particule” (i.e. l’onde quantique) se dé- 
plaçant selon l’axe x était parfaitement isolée du reste de la nature, dans le sens où son 
mouvement n’influençait pas l’environnement. 

Cela n’est pas toujours vrai : 

— Si la particule influence seulement quelques autres particules autour d'elle, il faut 
considérer cet ensemble de particules comme un système quantique dans sa globalité, 
(caractériser l’espace de Hilbert correspondant) et l'équation d’évolution de Schrô- 
dinger s'applique à l’ensemble du système quantique. Ce cas sera décrit dans les 
chapitres suivants. Par exemple il peut s’agir d’un atome influençant les quelques 
atomes voisins dans une petite molécule. Il faut alors traiter la molécule entière par 
la mécanique quantique. 
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— Dans d’autres cas la particule influence un nombre incalculable de particules autour 
d'elle. Nous allons considérer le cas simplifié, lorsqu'un expérimentateur observe la 
particule afin de connaître son état dynamique comme sa position, sa vitesse ou 
son énergie : forcément la particule en question influence les appareils de mesure de 
l’expérimentateur. Et qu’on le veuille ou non ces appareils influenceront (un tant soit 
peu) leur environnement, ne serait-ce que les molécules d’air, ou les photons autour 
d'eux. 

Dans ce dernier cas, on sort du cadre de la théorie quantique décrite précédemment : 
l’équation d’évolution de Schrôdinger ne s’applique plus, car la particule n’est plus 
isolée au sens que l’on a convenu. Ce qui se passe alors est décrit par une autre loi appelée 
postulat de la mesure. Ce postulat a été “découvert” seulement parce qu’il correspond 
parfaitement aux faits expérimentaux. (On doit dire “découvert” et non pas “inventé”. 


1.6.1.2 Exemple d’expérience : mesure de la position d’une particule passant 
par les double fentes de Young. 


Afin de se fixer les idées sur un exemple concret, nous décrivons ici une expérience qui 
mesure la position d’un atome. 

La particule est issue d’une source et passe par un dispositif de double fentes de Young 
(qui a pour but de créer des interférence de l’onde quantique). L’onde quantique arrive 
ensuite sur une rangée de détecteurs. Voir la figure 1.21. Une telle expérience a été réalisée, 
par exemple avec des atomes (néon), des électrons, et même des molécules C6o. 

Supposons que la source soit capable de lancer individuellement des atomes, tou- 
jours dans le même état : un paquet d’onde répartit sur plusieurs directions. Voici la 
description orthodoxe de cette expérience : 


(A) Au sortir de la source, ce paquet d’onde évolue librement (1); puis il passe à travers 
les deux fentes d’Young (2) (une partie est réfléchie), et ensuite les deux parties de 
l’onde transmises interfèrent entre elles, créant une onde (3) au niveau des détecteurs 
qui possède des ondulations d'intensité |Ÿ (x). Durant toute cette période, l’onde a 
subit l'influence des fentes d’Young, mais elle n’a pas influencé (de façon significative) 
son environnement. Par conséquent, il est correct de décrire la particule par l’équation 
de Schrüdinger, et une fonction d’onde y(f, t). 


(B) En arrivant au détecteurs, la particule interagit avec eux. Il n’est plus correct de 
continuer à décrire la particule individuellement par l’équation de Schrüdinger. De 
façon surprenante, un seul détecteur situé à la position x détecte la particule. La 
valeur de x sélectionnée est le fruit du hasard le plus total (Il n’y a aucun moyen de 
le prédire). On suppose qu'après la détection, la particule n’est pas détruite, et est à 
nouveau libre. Elle est alors décrite par une fonction d’onde qui est un paquet d’onde 
localisé en x (la valeur observée). On dit qu’il y a réduction du paquet d’onde. 


(C) La détection d’un seul atome donne une valeur x, de position qui est complètement 
aléatoire (imprévisible). Mais si l’on répète la même expérience un grand nombre 
de fois avec le même état initial, on détectera des atomes aux positions successives 
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T1,L2,%3,...,Æn, et l’on s’apercevra que l’histogramme des valeurs de x; coïncide 
avec le module carré de la fonction d'onde |# (x)|° à l'approche des détecteurs. Cela 
signifie précisément, que la courbe Nombre de réponses du détecteur(x) (renor- 
malisée) converge vers |[Y (x) pour N — co. Ainsi, après l'envoi de N atomes, 
les détecteurs touchés seront répartis comme sur la figure (1.22). 


La seule prédiction que peut faire la mécanique quantique est donc d’ordre statistique : 
pour N — oo, l’histogramme converge vers |[Y (x)[? prédit par la théorie. (Bien que la 
théorie quantique décrive la fonction d’onde Ÿ (x,t) individuelle d’un atome, celle-ci n’est 
pas observable). 


1.6.1.3 Postulat de la mesure 


L'expérience que nous venons de décrire montre une application du postulat de la 
mesure dans le cas d’une mesure de la position de la particule. En fait, ce postulat est 
valide pour toutes les mesures physiques possibles. Voici sa généralisation. 

Supposons que avant la mesure, la particule soit isolée de l’environnement, et décrite 
par l’état quantique [9 >E€ #H. 

L’expérimentateur décide de mesurer la position, ou l’impulsion ou l’énergie de la par- 
ticule, ou toute autre grandeur qui est de même associée à un opérateur auto-adjoint noté 
À. (À = = À ou ÿ ou À. :} On appelle cet opérateur À l’observable. 

On note le spectre 4 À par ÀlY >= A,lŸ, > où a est un indice discret ou continu et 
(Au)a sont les différents résultats possibles de la grandeur mesurée. 

Dans la base propre de À, le vecteur |d > se décompose : 


b>= dla >, avec da =< bad > 


Alors juste après la mesure, c’est le “hasard” qui détermine quelle grandeur À, 
l’expérimentateur observe. Cependant il observe la grandeur À, avec la probabilité 


2 
_ I %alg >| 
<olé > 

et dans ce cas, la particule se trouve dans l’état |d, >juste après la mesure. 


Si l'indice a est continu alors P(A) = P, est une densité de probabilité, c’est à 
dire que P(A)dA est la probabilité de détecter A’ avec À! € [A, À + dAÏ. 


(1.22) 
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Série de détecteurs 


(A) Avant la détection: 
Propagation de l’onde quantique d’un atome, 
décrite par l’équation de Schrodinger. 
(Doubles fentes de Young) 
À x 


Source d’atomes 


I 

| 

| 

I 
is 1 Détection de la particule en x 
individuels | 

I 

I 

I 

| 

| 
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Série de détecteurs 
(B) après la détection: 


Un détecteur apercoit la particule à la position x (Hasard total !) 
La particule est ensuite localisée en x. 


FIG. 1.21 - Mesure de la position d’un atome (A) et (B) 
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F1G. 1.22 — (C) Réponses des détecteurs après l’envoi de N atomes. La seule prédiction de 


la mécanique quantique est pour N — © : l’histogramme converge vers |Ÿ (x)| 


2 


Remarques 
— Cela signifie précisément que juste après la mesure, un des évènement suivant arrive : 


soit l’expérimentateur observe la valeur À; et alors la particule est passée dans l’état 
ld, >, soit il observe A et la particule est en |[Y2 >, etc. on ne sait pas lequel de ces 
évènement se produit, seulement on sait que c’est À; avec la probabilité P;, ou A2 
avec la probabilité P,,...Que signifie précisément la notion de probabilité ? Comme 
expliqué ci-dessus, cela n’a de sens que si l’on répête la même opération de mesure 
dans des conditions strictement identiques un grand nombre N de fois. Après chaque 
mesure, on aura un résultat qui résulte du hasard; on aura une série de résultats 
disons par exemple A;, A3, A4, A1, A9, A1,.... Alors la proportion de À; par rapport 
au total est P., la proportion de A2 est P, etc. (appelons N4, le nombre de fois que 
le résultat À; apparaît. alors (N4,/N) — P, pour N — æ) 


Ona YF = ne de < Of La >< Yald >= se = 1, donc 
Sri 


ce qui est nécessaire pour parler de probabilité. De plus la valeur des probabilité est la 
même pour deux vecteurs proportionnels : [9 > et |# >= Ag >, avec À € C.(Vérifier 
que P! = P,). Par conséquent on dit que | >et |d' >= Ag >correspondent au 
même état physique, puisqu'ils ont les même propriétés observables. Si l’état |9 > 
est normalisé, alors < 4] >= 1 et l’expression (??) est légèrement simplifiée, mais 
ce n’est pas du tout nécessaire. 
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— En résumé, tant que le système est isolé, la mécanique quantique est déterministe : 
elle est capable de prévoir l’évolution de la fonction d’onde grâce à l’équation de 
Schrôdinger. Mais lorsque qu’une mesure se produit, elle n’est plus capable de prévoir 
exactement ce qu’il va se produire. Elle permet seulement de connaître les probabilités 
des différentes possibilités (ce qui est déjà très fort, puisque à partir de ces probabilités 
et avec la théorie de la physique statistique, on obtient les lois de la thermodynamique 
et de la mécanique classique). Il y a donc une part de hasard inhérent à la théorie 
quantique, lors de la mesure. 

— Ce processus de mesure ne nécessite pas la présence d’un expérimentateur. Il se pro- 
duit dès que la particule quantique influence son environnement, et peut donc se pro- 
duire aussi bien dans une pièce vide, que sur une île déserte, que sur mars ou ailleurs. 
Ce phénomène est en fait incessant et omniprésent, c’est le contraire qui est plutôt 
exceptionnel : un système peut être considérer comme étant approximativement isolé 
que pendant un certain intervalle de temps appelé le temps de décohérence 7yecoh.… 
Il est intéressant d’appliquer l’équation de Schrôdinger à ce système, seulement si son 
état quantique a le temps de changer de façon significative pendant cet intervalle. 
Voir le site Web http://www.decoherence .de/. Ou le cours en PDF de C. Cohen- 
T :[Cla88]. 

Exemple de valeurs de Ticon (IDEC*96], p.57) : 


Tdecoh Grosse Roc Poussière 
taille a—10 $cm | taille a = 10° 
Effet des molécules d’air [10 8. | 245 


Effet du” vide de labo” (10° part/cm*) @Q@ 
Effet des photons fossiles à 300K. | — © — 


Il faut comparer ces temps aux temps électroniques (période d’un électron dans un 
atome) 7, + h/eV = 10 Ÿs, ou aux temps moléculaires (période de vibration d’un 
atome) Tip © À/10 %eV = 107 5. Les effets de cohérence quantique “n’existent pas” 
si les temps de décohérence sont plus courts que ces temps caractéristiques. 

— Dans la description vectorielle de la mécanique quantique que nous avons adoptée 
jusqu’à présent, nous avons montré que toutes les bases ortho-normées de # sont 
“équivalentes” dans le sens où elles permettent de représenter les mêmes états quan- 
tiques et la même équation d'évolution. Ce ne sont que des représentations différentes. 
Par contre le mécanisme de la mesure qui résulte de l’interaction du système quan- 
tique avec son environnement privilégie une certaine base, qui est la base de posi- 
tion en général, ou la base d’énergie dans les expériences de spectroscopie. 


Exemple : mesure de la position Voyons comment l’énoncé général du postulat de 
la mesure donne l’exemple de la mesure de position d’une particule traité plus haut. 
Supposons que l’état de la particule soit un paquet d’onde | >, et que l’observateur 
effectue une mesure de la position x. L’observable est donc l’opérateur À = À. La grandeur 
observée est la position x qui est une grandeur continue. On cherche l’expression de la 
loi de probabilité : P(x)dx qui est la probabilité de détecter la particule dans l'intervalle 
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[x, x + dx[. la fonction P(x) s'appelle densité de probabilité. 
La base de l’observable est la base de position |x >, et d’après (??), on a : 


__ [<ælé = . 1 2 
P(x) = due io. |(x)| (1.23) 


Dans le cas d’un paquet d’onde normalisé | >= |x0,po,o >eq.(??) , cela donne 


P(&) = luooe (EP = PAL exp (— (x — 20)” /0°) 


qui est une Gaussienne représentée sur la figure 1.3. 

Si après une mesure, l’observateur détecte la particule dans l'intervalle |x,x + dx|, 
alors la particule se trouve dans l’état [x >(plus précisément |x, > avec € = dx, voir fig. 
1.19). L’onde de la particule subit un brusque changement | >— |x >, et se concentre 
spatialement ; on dit qu’il y a réduction du paquet d’onde. 


Mesure de l’impulsion De la même façon si l’observable est l’opérateur de position 


A = ÿ, on obtient que la probabilité d'observer une impulsion comprise dans l’intervalle 
[p, p + dpl est 
2 


1 
dp 


 <él> 


15) 


P(p)dp 
Dans le cas du paquet d’onde normalisé eq.(??) , cela donne 
2.0 (p — Po)” 
= —> exp | —-——— 
h/7 (ñ/o )? 


qui est une Gaussienne. Après la mesure, la fonction d’onde de la particule est une certaine 
onde plane |[p >. 


P(p) = Das ep) 


1.6.2 Sur la difficulté d'interpréter la mécanique quantique 
1.6.2.1 Faut il interpréter ? La description orthodoxe suffit t-elle ? 


Le postulat de la mesure présenté plus haut est indispensable pour donner une réalité 
à la théorie quantique, pour la confronter aux résultats d'expériences. Par rapport à 
la confrontation avec l’expérience, la théorie quantique, avec le postulat de la 
mesure est parfaitement satisfaisant : il n’y a pas de mesure qu’il les contredisent, et 
tous les phénomènes observables semblent entrer dans le cadre de cette théorie (bien que de 
nombreux phénomènes physiques, soient en pratique hors de portée d’explications simples 
et directes à partir des premiers principes : citons les phénomènes complexes comme la 
turbulence (météo) ou l’auto-organisation de la matière). 
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Cependant d’un point de vue théorique ou plus conceptuel, une lacune demeure : si la 
théorie quantique décrit tous les phénomènes physiques, elle devrait aussi décrire les phé- 
nomènes macroscopiques, les appareils de mesure, et donc l’interaction entre une particule 
quantique et un appareil de mesure. Autrement dit, le postulat de la mesure ne devrait pas 
entre être un, il devrait pouvoir s'expliquer dans le cadre de la théorie quantique appliquée 
plus largement à la particule et à son environnement. 


1.6.2.2 Où est la Limite classique-quantique ? 


(lire l’article Zureck [Zur91]) 

Disons tout de suite, que cela n’est pas fait, aucune expérience ne permet de montrer 
que la théorie quantique (comme le principe de superposition d’états) s’applique à des 
objets macroscopiques. Tout au plus des expériences récentes montrent des phénomènes 
d’interférences avec des systèmes contenant quelques dizaines de particules, donc encore 
microscopique (expériences d’Aroche et al. entre photons et atomes)$. La raison de cette 
limite n’est pas que le principe de superposition cesse de s’appliquer au-delà de quelques 
particules, cela on ne le sait pas. La difficulté vient du fait que pour tester le principe de 
superposition, il faut faire des expériences de type interférences, et pour cela isoler suffi- 
samment le système quantique de son environnement ; c’est cet isolement qui est quasiment 
impossible à obtenir en pratique; c’est le phénomène de décohérence quantique. 

La question suivante reste donc ouverte : la théorie quantique s’applique t-elle aux 
assemblées d'objets (objets macroscopiques) ou se limite t-elle à peu de particules ? Sinon 
quelle expérience faire pour détecter cette limite ? Quelle nouvelle théorie permettrait de 
dépasser cette limite ? 

Remarquons que comme le prouve l’histoire des sciences, en général, une nouvelle théorie 
physique ne se trouve que à partir de résultats expérimentaux préalables. 


1.6.2.3 Une interprétation alternative : appliquons le principe de superposi- 
tion aux objets macroscopiques 


Essayons cependant d'appliquer naturellement les idées de la mécanique quantique au 
delà de son domaine de validité prouvé, c’est à dire d’appliquer le principe de superposition 
aux objets macroscopiques comme les détecteurs, et tout l’environnement. Voici ce que cela 
donnerait dans l’exemple de la mesure de position d’une particule, figure (1.21) ci-dessus. 

Il y a des détecteurs à chaque position (discrète) x. L'état du détecteur situé en x éteint 
est noté : |D,). Par contre si le détecteur interagit avec la particule, il “s’allume” et passe 


6Une remarque est nécessaire ici : les phénomènes physiques comme la super-fluidité, la supraconducti- 
vité ou la condensation de Bose-Einstein font intervenir au moins des milliers de particules et se décrivent 
par un état collectif. La théorie quantique permet de bien décrire cet état collectif, en terme “d'état cohé- 
rent”. Pour cela on dit souvent que la matière est dans un état quantique macroscopique. Notons cependant, 
que l’on n’observe pas la matière dans une superposition cohérente de tels états (ou alors dans une super- 
position de deux ou trois de ces états, voir expériences sur les jonctions Josephsons quantiques). En fait 
d’un point de vue théorique, ces états collectifs de la matière pour les atomes, sont des “états classiques” 
semblables à l’état du champ classique électromagnétique pour les photons. 
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dans l’état quantique noté |D*). Autrement dit, l'interaction de l’onde quantique de la 
particule avec les détecteurs, est définie par la règle d’évolution suivante. (En notant |x) 
un état de la particule à la position x) 


HDi. Sir = 


lx)|Dy) Evolution { x) Ds) : si x £ x! 


— 


L'état quantique de l’ensemble des détecteurs est décrit par la notation 
ID) = (Dai)|Das) : + |Dan)) 


(on verra au chapitre suivant qu’il s’agit d’un produit tensoriel). 

Avant d’interagir avec les détecteurs, la particule est dans l’état quantique |) qui est 
répartit dans l’espace, et se décompose donc (principe de superposition) en paquet d’ondes 
localisés en x : [p) = D, (x) |x). 

En arrivant sur les détecteurs, toujours en appliquant le principe de superposition, 
l'interaction particule-détecteurs est décrite par (faire schéma avec deux détecteurs@@) : 


1#)1D) = D_ (It) (Da) Des) +++ | Dan) 


Evolution_, D ,#(x)l) (De) Des) |D3)-.|Den)) 


Ainsi le résultat de la mesure serait une superposition d’état de la forme 
1%) (Da) Das) +: :|D3) | Dan )) 


. Un tel état décrit la particule localisée en |x), le détecteur correspondant D, allumé et 
les autres éteints. C’est bien la réalité physique observée dans une expérience. C’est état 
quantique décrit donc la particule et son environnement. On dit que c’est une description 
du “monde classique”. (Dans la description ci-dessus, on pourrait rajouter d’autres objets 
de l’environnement sans difficulté, de la même façon que l’on a traité les détecteurs). 

Mais contrairement à l’explication orthodoxe (postulat de la mesure) et au bon sens de 
ce que l’on voit, l’état final décrit ici est une superposition de tels états de type “mondes 
classiques”. Autrement dit tous ces états coexisteraient simultanément. Voici donc ce que 
donnerait une application (abusive et naïve) de la mécanique quantique à tous les objets 
macroscopiques de notre environnement : l’existence de mondes multiples qui coexistent et 
s’ignorent mutuellement. Cette interprétation de la mécanique quantique à été remarquée 
dès le début par les physiciens (qui imaginaient le chat de Schrüdinger… ), et a porté le 
nom de “Many world interpretation” après la thèse de H. Everett en 1957. 

Notons cependant que cette description des choses ne donne aucune explication quand 
à l’origine des probabilités : d’où provient la loi (2?) ? Il ne s’agit donc pas d’une interpré- 
tation complète de la mécanique quantique. 

Nous en avons parlé, premièrement car cette démarche théorique qui est de décrire 
l’environnement par ses états quantiques est couramment utilisée, notamment dans les 
théories de la décohérence qui elles ont des conséquences observables. 
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Deuxièmement, c’est aussi pour montrer que le phénomène de la mesure quantique, et 
donc du sens de la mécanique quantique elle même, est un problème difficile. Il n’y a même 
pas de question claire. C’est un sujet très difficile, qui préoccupe les physiciens depuis le 
début de la mécanique quantique, sans qu'aucun n’ait pu apporter une réponse satisfaisante 
à ce jour. Il faut savoir que de nombreuses tentatives d’interprétations existent, voir par 
exemple le livre de R.Omnès [Omn00|. 


1.6.3 Valeurs moyenne et variance de l’observable 


Dans cette section nous étudions les relations possibles entre un opérateur autoadjoint 
donné À et un état quantique donné D >Ee H. 

Cette étude a un sens physique immédiat dans le cadre du processus de mesure de 
l’observable À sur l’état | > comme expliqué plus haut, et permettra de donner les formules 
statistiques (moyenne et variance) de la grandeur observée. 

Mais cette étude a aussi un sens si le système reste isolé de son environnement. L'in- 
terprétation de l'étude dans ce cas est d'analyser l’état |9 > par rapport à la base propre 
de À. 

Comme ci-dessus, on note le spectre de À par 


Âla >= Aalÿa > 


où a est un indice discret ou continu. Dans la base propre de À, le vecteur |d > se décom- 
pose : 


lg >= Ÿ_ Pal >, avec Da =< Yald > 


et l’on pose comme ci-dessus : 
p. - I<%alé >F 
"_ <élé> 


qui s’interprête comme la probabilité d'observer la valeur À, dans le cadre d’une mesure, 
voir section précédente. (Dans le cadre d’un système isolé, P, est juste un coefficient positif 
qui ne s’interprête pas comme une probabilité). 

La liste des valeurs possibles À, avec leur probabilité respective P, pour différents a 
constitue un histogramme, et il est conventionnel de définir des grandeurs caractéristiques 
pour un tel histogramme (voir figure 1.23) : 


Définition La valeur moyenne de l’histogramme (4,, P,), est 
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Graphiquement, la valeur moyenne caractérise le barycentre de l’histogramme. 
La variance de l’histogramme (A,, P,), est : 


AA s’appelle l’écart type ou encore l’incertitude sur la valeur de À. Graphiquement, 
l'écart type AA (et la variance) caractérise la largeur de l’histogramme. Cette définition de 
“largeur” est naturelle car elle montre comment les valeurs À, s’écartent du barycentre (A). 
On a pris la valeur moyenne des écarts au carré (au lieu des distances) pour des raisons de 
commodité. 


AA 

À p, ———_— 

P> 
Pi 
= 
A, À) A 
<A> 
F1G. 1.23 — Histogramme de valeurs A;, A2,... avec les poids respectifs P,, P2,... Valeur 


moyenne (À) et écart type AA de l’histogramme. 


Propriétés on a : 


__<élilé > 
<@8> 


(4) 


(AA) = (4?) — (AŸ 


<aÀg >. É 2] 


< 61 > < 416 > 
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ces écritures en terme de vecteur et d’opérateur, sont intéressantes car ne dépendent 
pas explicitement de la base. 


preuve : < #lÀ]g > / < lp >= (Eu < Valha) À (Du balPa >) / < 418 >= (Da Aabada) / < 
g|p >= > Pos 
Et ((A—(4))?) = (4224 (4) + (4)?) = (A4?) — 2(4) (4) + (4)? = (A)? — (AP. 


Remarque (*) plus généralement, on définit le moment d’ordre n par M, = (A”). Ici, 
(A) = M, et Var(A) = M — M2. 


Exercice Pour le paquet d’onde |d >= |x0,po,0 >, et les observables £ ou p, montrer 
que : 


= f'aPtads = J à uosoe(E) de = 2 


(B) = | rP&ap = fr 


2 
dp = Po 


de (p) 


Remarque : on a 
AxAp = (1.26) 


indépendant de . 
{x) = x est donc la moyenne de la distribution [ba p00(t)l". Et Az = o/V2 est sa 


largeur. 


Boo P)| Et Ap = (ñ/o) / V3 est 


{p) = po est donc la moyenne de la distribution 


sa largeur. 
Ce résultat est schématisé sur la figure 1.24. 


Exercice : Calculer (E) et AF pour un paquet d’onde | >= |x0,po,o > libre (4 = 
°/(2m)). 
Exercice 9 {voir Cohen T. p.240) 
d(A)(®) = 1 À É oÀ 
1. Montrer que = = 4([44h) + (2). 


t 

2. Déduire la conservation de l'énergie moyenne (et d’une manière plus directe). 
3. Déduire le théorème d'Erhenfest pour À = Ï + V (à) : 

d (à) 1 

dt m 
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P À 


NE 


Surface - h 


Po Ap 


2 
ly(x)| 


X9 


45 
FIG. 1.24 — Distribution de probabilité |d(x)[° et 12) pour le paquet d’onde. La relation 


AxAp = B montre que la paquet d’onde “occupe” une surface + À dans l’espace de phase. 
Cela est formulé plus rigoureusement plus loin. 


qui sont des relations très analogues aux équations de Hamilton classiques (dans 


ces dernières la deurième relation serait plutôt 2) = —T((&)); cette différence 
apparament minime est en fait cruciale et se manifeste dans les différences entre 
évolution quantique du paquet d’onde et l’évolution classique d’une distribution de 


Liouville observées numériquement au début du chapitre). 


1.6.4 Relation d'incertitude et relations de commutation 


Supposons maintenant la donnée d’un état quantique |d > et de deux opérateurs au- 
toadjoints À et B. 


Définition Le commutateur de deux opérateurs À et B est l’opérateur : 


Dans le cas des opérateurs 4 et 5, on a 
5 = ini (1.27) 
Exercice 10 Démontrer (??). 


La relation suivante montre plus généralement que pour deux opérateurs À, B, l’incer- 
titude dans l’état |9 > sont contraintes par la relation de commutation : (ref : Ballentine 
[L.E90] p.166) 


AaaB>|([48))| vVlé>eH (1.28) 
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Exercice 11 Démontrer (??). (utiliser l'inégalité de Schwartz). 


Remarques : 

— Dans le cas où |A, ] = 0, on verra (page 193) que les deux opérateurs À et B ont 
des vecteurs propres en commun. Si [9 > est un tel vecteur, alors AA = 0, AB = 0. 
Dans ce cas les deux termes de l’inégalité sont nuls. 

et (2?) devient l’inégalité de Heisenberg ou relation d’incertitude bien connue : 


1 


Remarquer que dans le cas du paquet d’onde Gaussien |d >= |70,P0,0 >, on a montré 
eq.(??), que cette inégalité est une égalité. 


1.7 Conseils de Lecture 


— Cohen-Tannoudji [CBF|, chapitres LIL III 
— Cours de Feynmann [Fey63]|, chapitres 1,2,3,8,20. 


Pour approfondir : 

— Pour approfondir les problèmes de décohérence et de mesure quantique : 
— Cours de C. Cohen Tanoudji du collège de France, (à télécharger sur le web !) :[Cla8s] 
— Très bon cours de Joos dans : [DEC*96] 

— Pour approfondir les aspects mathématiques, 
— Mathématiques générales : [VCB82] 
— Livre de mathématiques sur l’analyse fonctionnelle : Reed & Simon [RS78]. 
— Pour plus de précisions sur la théorie mathématique des opérateurs linéaires non 

bornés :[RS78] chapitre VIIL. 

— Sur la théorie des distributions : [Sch66], ou [CB73]. 


1.8 Correction des exercices 


Exercice 2 page 18 


1 1 
< Zo, Po, O|To, Po, © >= moon Jar e (— (x — x0)° /o?) = me Je exp (—X*?) =1 


C’est une intégrale Gaussienne, voir eq.(??). 
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Exercice 7 page 42 us la an. < xlêlg >= x < xp >. On a en effet 
(| fa >< a'ldx" 16) = Ja’ o(x" — x)(x"lé) = x (xl). 

Remarque : une telle écriture n a : correcte mathématiquement car |[x) & H. L'outil 
mathématique approprié est le théorème spectrale. L'idée est d’introduire le projecteur 
Ps =" [?,.|x)(xldx” et d'écrire de façon équivalente & = ae DATE GO 


Exercice 8 page 43 ona 


Droposo (P) =< P|To, Po, © D— Ja < pit D< %|To, Po, © > 


a [a A ul # 


_ NE exp (+) exp ( ) exp ( mr) (1.30) 


où l'intégrale Gaussienne se calcule par la formule (??). Remarquer la similarité de 
l'expression obtenue pour Droo.0 (p) avec celle de Ypo, Ve mis à part facteur de phase 
constant. 


Exercice9 page 58 
1. Partant de (4) (t) = (w(#)|A(6)1#(t)) = de AOÛ (DIE) avec Ü(t) = exp (Au). 


On dérive en + = 0 : À De) tu jé À= ÂË+ dä 4) donnant le résultat souhaité. 
2. Pour À = À supposé indépendant du temps, cela donne aa) = 0 qui montre la 


conservation de l’énergie moyenne au cours du temps. 


3. On a d(&) /dt = £CE Â|) = = 5 ([à,0°1) = +(ÿ) où la dernière égalité utilise 
une relation de la page 237. De même d(ÿ) /dt = + ([s.4)) = + (6, V (&)]) = 
(a (@)). 


Exercice10 page 59 pour [p >€ H, on a < x|[9,p]|p >=< x|@d—p4l6 >= x (-ih®) — 
(into) — ihb(x) = if < xlÎlé > 
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Chapitre 2 


Une particule quantique sans spin à 1 
dimension (II) 


Dans cette deuxième partie toujours consacrée à la description d’une particule isolée, 
à une dimension (et sans spin), on développe l’aspect algébrique, et on montre en parti- 
culier l’utilité de la théorie des groupes à travers la résolution du spectre de l’Oscillateur 
harmonique. 


2.1 Interprétation des opérateurs ?,p, H comme généra- 
teurs 


2.1.1 À génère les translations dans le temps 
2.1.1.1 L’opérateur d’évolution : le propagateur 


L’équation d'évolution de Schrôdinger (??) donne la modification instantanée dl > /dt 
de l’état quantique. Etant donné un état initial [9(0) > à l'instant { = 0, nous allons voir 
qu’il est possible d’avoir l’expression de l’état |d(f) > après une durée finie { d'évolution. 
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Propriété 

Supposons que l’opérateur À ne dépende pas du temps (ce ne serait pas le cas s’il 
y avait des forces dépendant du temps). 

L'évolution d’un état est donné par : 


(té) >= Ü(#) |6(0) > (2.1) 


où l’opérateur Ü (t), appelé propagateur sur la durée t, ou opérateur d’évolu- 
tion, ou encore opérateur de translation dans le temps est : 


(la série sert de définition à la notion d’exponentielle d’opérateur). 


preuve : on vérifie que [d(t) > satisfait l'équation de Schrüdinger : d|g(t) > /dt — a |p(0) >= 
(ir) Ü(#)|b(0) >= (in) lé(t) >. 


2.1.1.2 Opérateurs unitaires 


Définition 
Un opérateur linéaire O est unitaire si il conserve la norme de tous les vecteurs, 
c’est à dire 


Vp>, sil >= Ôlp>, 
alors < Y'[d! >< pp >. 


Propriétés et remarques 
— L’équivalent en géométrie euclidienne sont les transformations orthogonales (par 
exemples les rotations) qui conservent la longueurs des vecteurs. 
— (*) Montrer que Ô est unitaire si et seulement le produit scalaire Hermitien (.|.) est 
conservé par l’action de Ô : 


Vi), 18), (4lé) = (OwlO6) 
preuve : On utilise la relation (# + d[d + #) = (dl) + (dld) + 2R((y|d)), donnant 
(D +idlp +id) = (pl) — (éd) — 28 (id) et donc : 
(p1d) = R((1d)) +28 ((ld)) = 


(Gb + lb + d) +(i—1){blp) — (1 +i)(#ld) — id +iplh +ig)) 


1 
2 
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Cette dernière expression de (#|®) ne fait intervenir que des produits scalaires de la forme 


A 


(&lg). Or un tel produit est conservé par l’action de O. On déduit que (#|d) est aussi 
conservé. 
— Un opérateur linéaire © est unitaire si et seulement si : 


OTÔ = Id 
8 Ô* = 0”! 


preuve : D’après la dernière propriété, Ô est unitaire si et seulement Y[),[#),  (4ld) = 
(ÔbÔDY) = (plÔ+ÔD), si et seulement Ü*Ô = Id. (en effet remplacer [#),|g) par les 
vecteurs d’une base). 

— Le propagateur Ü(t) eq.(??) est un opérateur unitaire, et l’on a 


Û (4) = Ü (+) = Ü (+) 


preuve : En effet on a déjà été vérifié en eq.(??) que le produit scalaire entre deux vecteurs, 
est conservé au cours de l’évolution, mais on peut le recalculer directement : 


Ü+(t) = exp (ki) = exp C7) = exp (ât/r) 
= exp (-ié(-0 /ñ) = Ü(—+ 
Ü+(HÜ(#) = Ü(—HÜ(E) = exp (âuyn) exp (-iftr) = Id 
— Exercice (TD) : retrouver l’eq.(??) à partir de eq.(??). 


2.1.1.3 Le groupe d’évolution des états quantiques dans le temps 


Les opérateurs d'évolution Ü (t) dépendent du paramètre continu t € R. Ils forment 
donc un ensemble d’opérateurs unitaires, vérifiant les 3 propriétés suivantes : 


Ü(tH1)Ü(t2) = Ü(t1 + to): loi de composition (2.3) 
Ü(0)=JId  : élément neutre (2.4) 

2, ER 2 
(ü) = U(-t) : inverse (2.5) 


Pour cela on dit qu’ils forment un groupe de Lie de dimension 1 d'opérateurs unitaires. 

Le terme “groupe” est lié aux 3 propriétés, et le terme “Lie de dimension 1” vient du 
fait qu’ils dépendent continuement d’un paramètre : t. 

Dans le cas présent c’est le groupe d’évolution dans le temps. 

On dit que Ü (t) est un élément du groupe (c'est ici un opérateur unitaire) et que 
À est le générateur du groupe (c’est un opérateur auto-adjoint). Les trois expressions 
équivalentes suivantes montrent la relation entre les deux. 
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Relation entre élément d’un groupe à 1 dimension Ü (té) et son 
générateur À : 


La notion de groupe peut paraître un peu abstraite ou inutile ici, mais nous rencontre- 
rons d’autres exemples moins simples de groupes dans la suite, et cette notion a finalement 
une extrême importance en mécanique quantique. 


Exercice (Autre exemples de Groupes de Lie) 


1. Montrer que les translation d’un point sur la droite (R), (respectivement le plan (R?), 
et l’espace R°) est un groupe de Lie de dimension 1 (respect. 2 et 3). Remarquer que 
le groupe d'évolution dans le temps ci-dessus est isomorphe au groupe de translation 
sur la droite. 


2. Montrer que les matrices de rotations conservant l'orientation dans le plan R? forment 
un groupe de Lie de dimension 1. Ce groupe de matrices est noté SO(2). 


3. Montrer que les matrices de rotations conservant l'orientation dans le plan R° forment 
un groupe de Lie de dimension 3. Ce groupe de matrices est noté SO(3). (Rappel : 
il faut trois angles d’Euler pour spécifier une rotation). 


Remarque : nous avons deux points de vue sur l’opérateur auto-adjoint À : dans 
ce paragraphe (et aussi d’après l’équation de Schrôdinger), il est interprété comme un 
générateur d'évolution. Dans le paragraphe sur l’opération de mesure, il est interprété 
comme une observable possible de la grandeur énergie. Ce double aspect est valable pour 
tout opérateur auto-adjoint. 


Développement limité : Si t = 0, le développement limité de (l’exponentielle) Ü(#) 
est : 


A 


on dit dans ce cas que ÜU(t) est une transformation infinitésimale. 
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2.1.1.4 Relation d’incertitude temps-énergie 


Exercice 12 Considérons un état quelconque |) € H normalisé, et son évolution |b(t)) — 
Û (6). 

Si |d) est état propre de H, c’est un état stationnaire car il vérifie [{b(t)ld(0))| = 
1, Vé, et son incertitude en énergie (définie par ??) est AE = 0. 

Un état quelconque par contre n’est pas forcément un état stationnaire. Montrer que : 


CO) PO) E = 1 - LE + of? 


qui s’interprète en disant que l’état |b(t)) a sensiblement changé de l’état initial |W(0)) 
(et avec lui toutes ses propriétés observables) seulement après la durée caractéristique : 


h 
At = — 
AE 
(remarquer que At — © si AE — 0). 
Cette dernière relation s'écrit aussi :At AE = R et s’appelle la relation d'incertitude 
temps-énergie. Attention cependant que nous n'avons pas introduit d’opérateur “temps”, 
et donc que cette relation d'incertitude n’est pas de la forme (??) étudiée plus haut. 


2.1.2 Groupe des translations des états quantiques en espace 


Soit (x) une fonction d’onde, et (x) = Y(x — À) la même fonction translatée de 
1€ R en espace, dans la direction x. Voir figure (2.1). On définit l’opérateur de translation 
T\ qui effectue cette transformation : 


(Av) (x) = vw - 1) (2.9) 


F1G. 2.1 - Translation d’une fonction d’onde de À. 


Propriétés et remarques 
— Exercice : Vérifier que les opérateurs se forment un groupe à un paramètre À € R 
d'opérateurs unitaires, appelé groupe des opérateurs de translation des états 
quantiques en x. 
Solution : c’est comme pour l’évolution temporelle où ÿ remplace À et T remplace Ür: 
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— Le générateur de ce groupe est l’opérateur auto-adjoint impulsion 


À = “ir 
c’est à dire que si : 
1x >= Tilbo > 
alors ” 
dune (-?) lb > 
et donc 


fee (À). (2.10) 


preuve : #a(x) = #(x — À), donc < af flbx >= (dx/dX)(x) = —(db/dx)(x — À) = 
—(dh/dx)(x) =< x|plbx >. Ceci est vrai pour tout état |x) de “base”. Par conséquent 437 = 


(-4) EN >E. 
Graphiquement, la relation de base (d#\/dA)(x) = —(d#\/dx)(x) (qui est respon- 
sable de la fameuse expression “ÿ = —iñ pour l’opérateur impulsion) est assez 


claire sur la figure (2.2). 


FIG. 2.2 - Schéma d’une petite translation, montrant la relation (d#\/d)A)(x) = 
—(d#\/dx)(x) entre la variation de la fonction et sa dérivée. 


— L'interprétation de l’impulsion comme générateur des translations spatiales est assez 
fondamentale, et valable en mécanique classique comme en mécanique quantique. 
De plus, le calcul précédent justifie d’un certain point de vue l’expression à priori 
surprenante de l’opérateur impulsion ÿ — —ihd/dx introduite dès le début de ce 
chapitre. 


Exercice 13 Montrer que 


< x =< x — À] (2.11 
Pix >= |t+à> (2.12) 
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2.1.3 Groupe des translations en impulsion 


On peut faire de même avec la translation en impulsion, c’est à dire considérer l’opé- 
rateur B, qui translate la fonction d’onde en représentation d’impulsion : 


D») = (B,d)(p) = d(p — u) 


Comme p = mu (en mécanique classique), l'opérateur B, consiste à changer la vitesse 
par une constante. Cela s'appelle aussi un boost. Ce changement intervient lors d’un 
changement de référentiel Galiléen : x’ = x + vt, donnant dx'/dt = dx/dt + v. 


Exercice Montrer que B, forment un groupe à un paramètre y € R d’opérateurs uni- 
taires, et que l'opérateur position (—&) est leur générateur : 


B, = exp (LE) — exp (SE) (2.13) 


he _ (CO), 


Résumé jusqu’à présent : (voir figure 2.3) 
— L'opérateur (—£) est le générateur des translations des fonctions 
d'ondes en impulsion. 


— L'opérateur ÿ est le générateur des translations des fonctions 
d’ondes en espace. 

— L'opérateur À est le générateur des translations des fonctions 
d'ondes en temps. 


Cet énoncé un peu abstrait, est utilisé dans les formulations “modernes” et géométriques 
des théories physiques. 


2.1.4 Générateurs en mécanique classique 


Montrer que en mécanique classique de Hamilton la situation est la même : 
Un état est un point (x,p) dans l’espace de phase. Si le point (x(t),p(t)) évolue en 
temps, il satisfait l'équation d'évolution de Hamilton : 


d {x 2H 
a(r)-(%) 


C’est équation qui est l’analogue classique de l’équation de Schrôüdinger, permet de dire 
que la fonction de Hamilton H est le générateur de l’évolution temporelle. 
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temps t 
i P 


A 
 . à généré par H 
généré par x 


impulsion XK — généré par p 


P 


= 


Position x 


FIG. 2.3 - Résumé de l’action des générateurs des translations dans l’espace (de phase) et 
temps. 


Si maintenant on considère les translations en espace, (x\,p1) = (to + À, po), alors 
dx\/dÀ = 1, et dp/dÀ = 0, soit 


d TX) …: fe 
a(n)(%) 


où le générateur est cette fois ci la fonction impulsion G(x,p) = p. 


— — — —|— — —= > = ————-——= 
= = 
= = 
= > 

X 
= = 


FIG. 2.4 - Trajectoires dans l’espace de phase classique (x, p) engendrée par le générateur 
G(x,p) = p. Ce sont des translations en x. 


De même pour les translations en impulsion, le générateur est la fonction G{(x, p) = —x. 
1 


TAttention, il y a cependant une différence entre les translations dans l’espace de phase en mécanique 
classique et quantique : du fait de la non commutativité [g,ÿ] Æ 0, on déduit que [A B, | Z Oen 
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2.2 Le potentiel harmonique ; Spectre de À et évolution 


référence : Ballentine p111. 

Comme signalé plus haut, il est en général impossible de résoudre de façon exact l’équa- 
tion de Schrôdinger pour une particule dans un potentiel quelconque V(x). En revanche 
cela est possible pour un potentiel quadratique V(x) = ax? + bx + c. Dans cette section 
nous allons résoudre ce problème, et nous intéresser au potentiel Harmonique : 


1 
V(x) = LL 


Le Hamiltonien correspondant est celui de l’oscillateur harmonique : 


À = — +-k# (2.14) 


2.2.1 Importance du potentiel Harmonique en physique 


Si une particule se déplaçant à une dimension, subit un champ de force dérivant d’un 


potentiel F(x) = —dV/dx, et se trouve près d’une position d'équilibre, disons en x = 0, 
alors F(0) = —(dV/dx)(0) = 0; si de plus cette position d'équilibre est stable, alors 
(dF/dx)(0) = —-(dV/d?x)(0) < 0. Dans ce cas le mouvement de la particule reste au 


voisinage de cette position d’équilibre, et on peut approximer la fonction potentielle par 
son développement limité en x © 0 : 


V(x) = V(0) + x (0) + 5© ae O0) + o(x°) (2:15) 
— A + o(x°) (2.16) 
en posant : 
dV 
k = ae (0) 


et V(0) = 0 (par choix de l’échelle d'énergie). 

Voir figure 2.5. 

Or cette situation est très courante, car à “basse” température, les particules ont ten- 
dance à se mettre près de leur position d'équilibre stable qui est la position de plus basse 
énergie. 


général. On verra par conséquence que le groupe des translations quantiques dans l’espace de phase, 
appelé groupe de Weyl-Heisenberg, est un groupe de Lie de dimension 3. En mécanique classique le groupe 
des translations dans l’espace de phase est un groupe de Lie commutatif de dimension 2. Le troisième 
paramètre apparaissant en mécanique quantique est une phase dont on verra l’importance dans la section 
suivante. 
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approximation 
harmonique 2 
q LKX 


= 
X 


F1G. 2.5 - Approximation harmonique près de la position d’équilibre stable. 


Pour ces raisons, l’approximation harmonique est très utiles, et fondamentale 
en physique. 
Les équations de mouvement classique sont 
OH __p OH 


EL, dpt = = -kx. 
dx /dt se p/ : g 


Elles sont linéaires en les variables (x, p), car celles ci n’apparaissent que au degré 1. Pour 
cette raison, on parle aussi de l’approximation linéaire du mouvement. 

(Plus généralement, les équations de mouvement sont linéaires lorsque le Hamiltonien 
est quadratique en (x,p)). 

La résolution de ces équations montre que la particule a un mouvement d’oscillation à 
la fréquence 


k 
w = 1] — 
m 
indépendante de l’énergie. Et que x(t) = x(0) sin (wt + 40) est purement sinusoïdale. Le 
terme “harmonique” vient de cette propriété. 
Rappelons nous aussi que les trajectoires x(t),p(t) dans l’espace de phase sont des 
ellipses (voir figure 1.7). 


Remarque : pour un problème à plusieurs dimensions ou plusieurs degrés de liberté, 
cela est encore valable. 

Par exemple, les équations de Maxwell sont linéaires par rapport aux champs Ë, B. 
Ainsi la dynamique du champ de Maxwell est harmonique, et l’analyse de cette section sera 
directement applicable pour comprendre la nature quantique du champ électromagnétique 
et le concept de photon (états stationnaires quantiques des oscillations du champs). 

Comme autre exemple, citons les ondes de vibration d’un solide. Pour les faibles am- 
plitudes, on peut utiliser l’approximation harmonique comme décrite ici, et les petites 
vibrations du solide sont alors décrite par un Hamiltonien qui est la somme d’oscillateurs 
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harmonique indépendants. Les phonons sont les états stationnaires quantiques de ces 
oscillations. 


2.2.2 Résolution algébrique du spectre 


Pour résoudre le spectre de l’oscillateur Harmonique nous allons essayer de mettre en 
évidence dans ce cas simple, une démarche générale qui est bien adaptée aux problèmes 
possédant une symétrie dynamique. (Cette même démarche sera utilisée plus loin pour 
l’étude du groupe de rotation, et s’utilise en général pour tous les groupes de symétrie 
continus.) 


2.2.2.1 Changement de variable 


On simplifie tout d’abord l’expression de À en introduisant des coordonnées (Q, P) 


sans dimension : 


Q= Sr (2.17) 
l 1 \22 


donnant : : 
10) 
(on a ainsi factorisé la seule constante ayant une dimension d'énergie : Aw). 
On obtient pour les nouvelles variables : 


ARS de : 
LA, | — [d, ] = à Id (2.19) 
En utilisant eq.(A.2), donnant |. F())] = #0, |F(Q). | = iQ, on remarque que 
14,0] = —inuP (2.20) 
|A, P| = ihwQ 


Le problème fait donc intervenir seulement quatre opérateurs autoadjoints : H : À. P, Id. 
Nous venons de montrer une propriété remarquable qui est que les commutateurs de deux 
quelconques de ces opérateurs est une combinaison linéaire de ces opérateurs. On dit que 
l’espace vectoriel engendré par ces opérateurs est stable vis à vis de l’opération de commu- 
tation. 

L’algèbre de Lie de l’oscillateur Harmonique, noté © est l’espace vectoriel engen- 
dré par ces quatre opérateurs, c’est à dire par toutes les combinaisons linéaires possibles. 
C’est un espace vectoriel de dimension 4, qui est stable par l’opération de commutation. 
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(i.e. un élément quelconque À € O s'écrit À = aQ + BP + Ë + 61d, avec à, 6,7,0 € R; 
et si À, B € O alors |A, À] € O). 

Nous verrons ci-dessous page ??, que ces opérateurs sont les générateurs du groupe de 
Lie des déplacements dans l’espace de phase (rotation comprise)? 


2.2.2.2 Opérateurs de création et d’annihilation 


Nous allons voir qu’il est préférable de considérer d’autres opérateurs appartenant à 
l’algèbre de l’oscillateur Harmonique : 


adjoint de a 


?2Une algèbre de Lie d’opérateurs est un ensemble d'opérateurs auto-adjoints formant un espace- 
vectoriel réel de dimension fini n et stable par l’opération de commutation. 

En notant À une telle algèbre de dimension n, cela signifie, qu’il existe des opérateurs auto-adjoints 
À:, 2, bts A indépendants, formant une base de À, et que tout élément ÂeA s'écrive, comme une 
combinaison linéaire à coefficients réels : 


n 
Â=VN «€ A, a €eR 
i=1 
et il faut aussi que Y À, B € À alors LA, ô] = À - BÂe A. 
Remarques : 


— L’algèbre est caractérisée par sa dimension n et par les commutateurs des éléments de base À: 
autrement dit par les coefficients C5; € R définis par : 


nm 
[À À;] = N CinAr 
k=1 
— Deux algèbres de Lie À et 4’ sont dites isomorphes (i.e. “équivalentes”) si il existe une bijection 
8 


&: A — A' (qui permet d'identifier À et 4') telle que : 


1. ÿ soit une application linéaire (i.e. préserve les combinaisons linéaires) 


2. 4 préserve les commutateurs : LA, À] = C alors Le (4) ,P (à) = (6). 
(On verra l’exemple d’un tel isomorphisme page 87). 


— On peut considérer aussi les combinaisons à coefficients complexes. Il s’agit alors de l’algèbre de Lie 
complexifiée. 

— Nous verrons que les opérateurs auto-adjoints d’une algèbre de Lie peuvent toujours être considérés 
comme des générateurs ; et que l’on peut associer un groupe de Lie d'opérateurs unitaires. 
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qui vérifient 


On pose : 
N=ata 
et l’on a 
[a, a* | = Id 
Fe 4dl=:0 
[N,a] = —a 
LŸ, a*| iQ" 
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Ainsi, les quatre opérateurs (Ÿ “a, a T d) forment une autre base de la même algèbre, 


mais les relations de commutation sont plus simples. 


On les a mis sous une forme standard appelée décomposition de Cartan. Cette forme 
standard permet de calculer le spectre de l’opérateur N, et donc de déduire celui de A : 
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Propriété Le spectre de N = a*a est formé par : 
Nn>=nn>, neN, 
les opérateurs a, a* sont des opérateurs “d'échelle” (voir figure 2.6 ) : 


atfh>=vVn+iln+1>,  pourn>0 
an>=vnn-1>,  pourn>1 


donc chaque état normalisé |n > s’exprime à partir de l’état |0 > : 


mn >= —— 


où l’état |0 > est défini par : 
al0 >= 0 


sa fonction d’onde normalisée dans la “représentation Q” , est une fonction gaus- 
sienne : 


Conséquence : le spectre de À est : 


Âln>=E, ln > 


1 
E, =h — 
F u(n+;) 


La relation de fermeture dans la base (In >), s'écrit : 


TE 


n=0 


preuve : On cherche une base de # formée par les vecteurs propres de l'opérateur autoadjoint 
N : 
Nv >= v|v > 
où z est à priori un nombre réel quelconque et < v|v > 0. La phase des vecteurs | > est encore 
arbitraire. 
Partant d’un état [y > normalisé donné, on applique l’ opérateurs a, et avec (2.24), on obtient : 


À (a >)=a (Ÿ = Id) ke >= (1 —1) (av >) 
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a 4 at f ho | 
o> — (120 


Opérateurs Etats Energie 


FIG. 2.6 - Schéma des opérateurs d’échelle agissant entre les états propres [In >, et schéma 
du spectre d'énergie équidistant de l’oscillateur Harmonique. On appelle aussi a* l’opéra- 
teur de création, et a l’opérateur d’annihilation. (Ce terme est plus approprié dans 
le cadre de l’électrodynamique quantique, voir plus loin). 


Donc si alv >4 0, alors (alv >) est aussi vecteur propre de N avec la valeur propre (v — 1). 
On défini alors l’état [v — 1 > normalisé par 
alv >= cv —1> 
où c € R* est une constante de normalisation que l’on trouve en écrivant : 
I? = lle —1 >|? = |jale >|? =< vja*alr >= v 
On déduit que v > 0 et c = /v, donc 
al >= yvlr —-1> 
et 
a*a 
alu —1>—- sr >= Vrlr > 
v 

Dans le cas v = 0, on obtient a[0 >= 0. 

Partant d’une valeur de v > 0 quelconque, et de l’état [7 >, en appliquant l'opérateur a, on 
construit donc des état propres, de valeurs propres 2 = (1 —1),{(7—2),..., et par récurrence, 
on déduit que ce processus s'arrête forcément avec v = 0 avec l’état [0 >, et donc que les valeurs 
possibles de z sont entières. (Sinon, on pourrait construire un état avec / < 0, ce qui est 
impossible). 

On pose maintenant n = v EN. 


Pour n = 0, cherchons le vecteur correspondant [0 >, défini par : a[0 >= 0. Cela donne pour 
sa fonction d'onde #(Q) =< Q]0 > : 


1 


0 =< 0 >= 
Qlal 73 


(@l (Q+i) n-(e+) <Ql0>, VQER 
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(se rappeler que par définition pour tout état [#), on a (Q|QIb) = Q(QIb) et (QIÊIY) = 
—i (QD). On obtient donc une équation différentielle pour #(Q) =< Q]|0 >, donnant d#/# = 
—QdQ, soit la solution unique normalisée (voir ??) : 


1 RE 


D'après ci-dessus, on obtient les états suivants par [7 + 1 >= at lv >, donc : 


1 1 1 2 
fl >— rl >, [2 >— RL >= V2I (a*) [0 > 
1 
m>= ("10 > 


Le spectre de À s'obtient simplement de la relation À = Fw (Ÿ + Hd) A L 


2.2.3 Expression et schéma des fonctions d’ondes #,(Q) =< Qin > 
On a 


(Q) =< Om >= _ One iS= _ (e - a) da 1(Q) 


La fonction d’onde #,(Q) =< Qin > s'obtient donc par une opération de dérivation à 
partir de la fonction #,_1(Q). 
On a aussi 


n NT 
n(Q) =< Qin >= _ < Q| (at) 0 >= ET C - 2) os 


La fonction d’onde #,(Q) =< QIn > s'obtient donc par une opération de n dérivation 
à partir de la gaussienne #(Q). Le résultat s’exprime explicitement avec des polynômes 
d’'Hermites H, (Q) : 


En) =< ain >= O) ee exp (+) H, (Q) 


En effet, on peut montrer que H, (Q) vérifient les relations de récurence (voir [CBF| 
page 529) : 


Ho(Q) = 1 
Hi (Q) = 2Q 
H,(Q)=2QH 1(Q)-2{n-1)Hn>(Q) sin>02 


par conséquent H, (Q) est un polynome de degré n en Q. 
Code sous Maple ou sous xcas (qui est libre et gratuit) : 
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f0 :=exp(-x”"2/2) ; 

f1 :=1/(sqrt(2*x1))x(xxf0-diff (FO,x)) ; 
f2 :=1/(sqrt(2*x2))x(xxf1-diff (f1,x)) ; 
f3 :=1/(sqrt(2*x3))x(xxf2-diff (F2,x)) ; 
plot ({f0,f1,F2,f3},x=-5..5) ; 

Donnant la figure 2.7. 


FIG. 2.7 — Fonctions d’ondes stationnaires 4, =< QÎn > de l’oscillateur Harmonique. 


2.2.3.1 Fonctions d’ondes ,(x) 


On a donné l'expression des fonctions d’onde avec la variable Q sans unité. Voici leur 
expression avec la variable de position x d’origine. 


Propriété Pour le changement de variable Q — @Ï, avec à = tr ci-dessus, on 
déduit, que |Q >= alt 

Preuve : Posons |[Q >= 6|x >. On a [Q >= Blx >= 8 [ dQ'|Q' >< Q'\x >= 6 [ adz'|Q' > 
B < zx >. Or < x'[x >= 6(x' — x), donc [Q >= af?]Q >, ainsi 8 =1/,/a. 

On obtient alors pour l’état fondamental : 


noce >= vec Q0>= (1) op(-) 


qui est le paquet d’onde Gaussien (??), avec to = 0, po = 0, et de largeur o = 4/ 


Mu ‘ 
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2.2.4 Application : Modèle d’Einstein (1907) sur la capacité calo- 
rifique des matériaux 


Nous discutons maintenant une conséquence expérimentale remarquable de la quantifi- 
cation du spectre de l’oscillateur Harmonique, très importante au niveau historique. C’est 
un modèle que Einstein a introduit en 1907, bien avant la connaissance de la mécanique 
quantique. 

On modélise un atome de carbone dans un cristal de diamant, par une particule oscillant 
autour de sa position d'équilibre. Dans l’approximation harmonique, son mouvement selon 
x est décrit par le Hamiltonien (??). Ses niveaux d'énergie selon x sont donc quantifiés, 
selon : 

Ey = fw (+5). = IE 
À température nulle, l’atome est dans le niveau [0 > d’énergie le plus bas, mais à tem- 
pérature T' plus élevée, il peut être dans le niveau |n >, d'énergie Æ, avec la probabilité 
Ph © exp (—E,/(kT)) (Loi de Boltzmann). 

Sans faire de calcul, on devine que tant que #T < hw, l’atome a une probabilité 
négligeable d’atteindre les niveaux excités n > 1, et restera donc dans l’état fondamental 
n = 0 (son mouvement est gelé). Son énergie moyenne reste constante, (E) = Æ5, et sa 
capacité calorifique c(T) = d(E) /dT = 0. 

Pour le diamant, cela correspond à T & 0% = he — 1320K C’est donc le cas à tempé- 
rature ambiante. À plus haute température, l’agitation thermique lui permet d’atteindre 
les premiers niveaux excités, et alors c(T) > 0. 

La quantification des niveaux d’énergie explique donc que c(1) — 0 pour T & O%. 
Voir la figure 2.8. 

Un calcul précis donne une expression analytique de la courbe c(T'), voir cours de 
physique statistique. 

En particulier, le théorème d’équipartition classique donne c(T) — 3R pour T — +co. 


2.2.5 Les états cohérents et leur évolution par l’oscillateur harmo- 
nique 
On a obtenu ci-dessus que l’état fondamental de l’oscillateur Harmonique [0 >est ni 


plus ni moins qu’un paquet d'onde Gaussien |qo, po, 0 >, eq.(??) avec go = 0, po = 0 et de 
largeur o = 4/h/muw. Autrement dit : 


10 — (|To on 0, Po = 0,0 ) 


Nous avons déjà observé sur les calculs numériques, que lors de l’évolution, un paquet 
d’onde Gaussien se déplace, mais reste un paquet d’onde Gaussien, de façon complètement 
analogue à une particule classique. Voir figures 1.6,1.8. Nous allons le démontrer ici. 
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FIG. 2.8 - Capacité calorifique molaire cp(T) du diamant, avec Oz = l# = 1320K. 


k 


(A.Einstein, Ann. Physik, vol 22, 180, (1907)). La quantification des niveaux d’énergie 


explique donc que c(T) — 0 pour T 6%. 


2.2.5.1 Expression algébrique d’un paquet d’onde gaussien 


Dans tout ce paragraphe, le paramètre o = 4/h/muw qui est la largeur du paquet d’onde 


est fixé. On omet de le mentionner. 


Les coordonnées (q,p) et (Q,P) sont reliées par (??). On utilisera les coordonnées 


(Q, P) sans dimension dans la suite. 


Propriété Le paquet d'onde |Q, P > défini par (??), s'obtient à partir de l’état |0 > par 


action des opérateurs de translation en position 15 — exp (iQ) et de translation en 


impulsion Bp = exp (:PQ) , définis par (77,7?) : 


1Q, P >= BP To |0 > 
En utilisant la coordonnée complexe : 


Es cl 


v2 


(Q+iP)eC: point de l'espace de phase 


on à aussi 


|Q, P >= exp (5) D(2)0 > 


où 


A 


D(2) = exp (:PQ - iQP) = exp (za — a) 


(2.27) 
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z=(Q+iP/V2 
D(z) 


F1G. 2.9 — Schéma du déplacement de z = (Q+1P) /V2 € € dans l’espace de phase, 
engendré par l’opérateur D(z). 


est l’opérateur Déplacement sur l’espace de phase, voir figure 2.9. 
Pour simplifier la suite, on utilise la coordonnée complexe z € € qui est plus commode, 
et l’on pose (on change seulement une phase dans la définition du paquet d’onde) : 


.PQ 
—Ÿ — 
2 
Preuve : on a énoncé cette propriété car elle est intuitive. Elle devrait même servir à définir 
un paquet d’onde Gaussien de position moyenne x, et d’impulsion moyenne po. On calcule : 


|2 >= exp ( ) IQ, P >= D(2)[0 > (2.28) 


à Pot 
h 


= Exp (2e) <x—x%x0|0 > 


à Dot NAS 1 : 
— €EXP ñ 2 EXP rod (x = To) 


< z|Bpo Lro 10 >= exp ( ) < 2/L0l0 > 


—< x|&o;, Po > 
On a utilisé 2.11. Ensuite, on a 
:P … k k 
exp (#2) By Ty = exp (iPQ — iQP) = exp (za — za) 


en utilisant la relation (??), qui s’applique car [d, ÿ] = th Id, [a,a*] = Id. 


2.2.5.2 Évolution d’un paquet d’onde gaussien 


Supposons que à l’instant { = 0, la fonction d’onde est un paquet d'onde Gaussien 
Hb(0) >= |20 >avec à € €, alors à l'instant t, la fonction d’onde est d’après (??) : 


CE) >= Ü(E) 20 > 
avec Ü(t) = exp (id). Or pour l’oscillateur Harmonique, on a À = le CP: + Q?) = 


Ru (a*a+ iId) = Rwh, avec : 


(we) 
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Alors Ü(t) = exp (—iñwt). 

En mécanique classique, les points tournent dans l’espace de phase avec la vitesse angu- 
laire w (dans le sens indirect). Nous allons voir que la situation est similaire en mécanique 
quantique, et posons à cet effet : 


A 


R(8) = exp (—iñ0) 
On va montrer que c’est l’opérateur de rotation dans l’espace de phase, d’un angle 


4, dans le sens indirect. On a Ü(t) = R(wt). 


Propriété : On a la relation : 


A 


R (0) D(z) = D(e x) R(6) (2.29) 


Cette relation entre les déplacements et les rotations est intuitive car elle est aussi vraie 
en mécanique classique. Voir figure 2.10. 


P Z 


FIG. 2.10 — Cette figure montre que sur le plan z € C, on a R(0) D(2) = D(e Ÿz) R (0), 
où À est une rotation, et D(z2) un déplacement de z. 


Preuve : voir exercice page 89. ou de façon plus élégante avec le Lemme de Shur, voir Segal 
p.129 [Seg95]. 


Propriété : 


GE) >= Ü(E) |20 >= exp (-isut) |2(6) > 


avec 

eme 7 
montrant que l’état |\p(t) > est à tout moment un paquet d'onde |z(t) > situé à l’emplace- 
ment de la particule classique. Le paquet d’onde se déplace donc sur un cercle dans l’espace 
de phase, sans se déformer. Voir figures 1.6,1.8 page 26, et figure (2.11). 
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P 


z=(Q+HP)/sart(2) 


F1G. 2.11 - Évolution du paquet d’onde : |z(t) >, avec z(t) = (0) e “*! 


Pour cette raison, on appelle aussi un paquet d'onde Gaussien, un état cohérent, (ou 
plus précisément état cohérent du groupe de l’oscillateur Harmonique). 

Preuve : on a [Y(t) >= R(wt)D(20)|0 >= D(e 20) À (wt) [0 >. Or À()|0 >= e #/2e- ia a0lg >. 
Mais at a|0 >= 0, donc e "4010 >= D, &(-iata8)"|0 >= [0 >. Donc |Y(t)) = ewt/2p (e-wtzs) |0) = 
e wt/2|;(+)) avec z(t) = e %!z20.1. 


2.2.5.3 Algèbre et groupe de Weyl-Heïsenberg (*) 


Dans cette section, on présente de façon plus complète (et dans le langage de la théorie 
des groupes), les opérations de translation dans l’espace de phase utilisées ci-dessus. 


On a vu page 73, que les opérateurs Q, P, Ï, avec la relation de commutation [Q. | = 


i Î, forment une base d’une algèbre de Lie de dimension 3, appelée algèbre de Weyl- 
Heïisenberg, notée W. Un élément quelconque de cette algèbre peut s’écrire comme com- 
binaïson linéaire : 

Â=aQ+BP+yÎEeW, (a,B,y)eR 


(Remarquer que À est un opérateur auto-adjoint). 

Remarque : les trois opérateurs a, a*, Î sont une autre base de cette même algèbre, 
mais avec des coefficients complexes (donc ce ne sont pas des opérateurs auto-adjoints; ils 
appartiennent à l’algèbre de Lie complexifiée) . 


Propriété: Les opérateurs À € W sont les générateurs d’un groupe appelé le groupe de 
Weyl-Heisenberg noté W. Les éléments de ce groupe (qui sont des opérateurs unitaires) 
sont obtenus, comme expliqué page 66, en prenant l’exponentielle d’un élément de l’algèbre 
(d’un générateur) : 


Ü = exp (-i4) = exp (-i (aQ + BÈ + vi)) e W, (2.30) 
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(La propriété que ces opérateurs forment un groupe signifie qu’ils vérifient les 3 règles 
énoncés page ??. La moins évidente de ces propriétés est la loi composition qui est 4 si 
U,, Un € W alors le produit Ua = ÜÙ, € W c’est à dire est aussi de la forme (PAIE 


De plus l'élément Ü € W ci-dessus peut s’écrire aussi : 


A 


U 


exp (—iy +iab/2)exp (-ia0) exp (-i8b) 
= ent B  T; 


et s’interprête donc comme un opérateur de translation de (5, —-a)dans l’espace de phase (le 
premier terme est juste une phase multiplicative ; on verra son importance et sa signification 
à la section (2.3.2)). 


preuve : Utiliser la relation (??), qui s'applique car LQ. ÿ] = à Î. Pour la dernière formule, 


on à |-ia@, —iBÊ) = —i api et 


A 


U — exp (-i (aQ + BP + vi)) = e ‘exp (-i (aû + B)) 
e ÿei8/2 exp (-iaQ) exp (-i88) 


Vérifions les trois règles page ??, permettant d'affirmer que les opérateurs de la forme (??) 
forment un groupe de Lie de diénsion 3. Tout d’abord la loi de composition : si LPS ÜeW 
alors le produit s'écrit 


A 


Uz — Ua, = e "2 exp (- i (a2Q + Bb) ) e in exp (- i (a1Q + B1Ê)) 
AT exp (à (a2B1 — o1B2)) exp (— (10 + B1P + a2Q + Bb) 


où on a utilisé (??) et |(a2Q + Bab) ; (a1Q + B)] = à (a2/1 — a162) Î. Donc Ü3 € W, avec 
ax = on + @, PB = Pi + Pa et V3 = Ni + 92 — (21 — a1/2). On verra le sens physique de cette 
phase (a2/1 — æ1f2) à la section (2.3.2). 


L'élément neutre est Î € W ,et pour Üe W, son inverse est Ü-1= exp ( à ( aû BP vi)) € 


W. Donc les opérateurs de la forme (??) forment bien un groupe de Lie de dimension 3.8. 


Exercice 14 1. Montrer que l’opérateur déplacement dans l’espace de phase, noté D(2), 
défini en (2.27) (et figure 2.9) appartient au groupe de Weyl-Heisenberg W, et montrer 


3Cette propriété découle d’un théorème important et très général : les opérateurs obtenus en prenant 
l’exponentielle des éléments d’une algèbre de Lie d'opérateurs G (et aussi multiplication par certains 
éléments : le centre de G), forment un groupe de Lie G. 
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les expressions équivalentes suivantes pour cet opérateur : 
à ) P ï x : RL A 
D(2) = exp (-*) exp (:PQ) exp (-i0P) = exp (—-) Be Sl) 
= exp (:PQ — iQP) = exp (za* — a) (2.32) 


kl 


= exp (5) exp (za*) exp (—Za) (2.33) 


= Exp (5) exp (—Za) exp (za*) (2.34) 
(2.35) 


2. Déduire les expressions suivantes pour un paquet d'onde Gaussien : 


A 


To, Po > = BL [0 > 
si PQ) ex p (- . 0 > 
xp (i27) D(2)10 > 
= exp (i£ _. exp È fi r) exp (za) [0 > 


Remarquer que la phase exp (—-) fait intervenir la surface S = (QP)/2 dans 
l’espace de phase, voir figure 2.9. La notation complexe z = (Q + iP) /V2 € € permet 
d'identifier l’espace de phase avec le plan complexe. 
3. Montrer que : 
&|Qo, Po >= 2 |do, Po > 

ainsi un paquet d'onde Gaussien est vecteur propre de l’opérateur a, avec la valeur 
propre z E C. Remarquer que cette valeur propre n’est pas réelle, et que l’opérateur a 
n'est pas auto-adjoint. 


2.2.5.4 Algèbre et groupe de l’oscillateur Harmonique (*) 


Il s’agit du groupe des déplacements dans l’espace de phase : translations et rotation 
(quantiques). 

Rappel : on pose À = ata+ =} (ee + Q). 

On a vu page 73, que les opérateurs À, Q, P, Ï, avec les relations de commutation (2.20) 
, forment une base d’une algèbre de Lie de dimension 4, appelée algèbre de l’oscillateur 
Harmonique, notée O. Un élément quelconque de cette algèbre peut s’écrire comme 
combinaison linéaire : 


Â=aQ+p6P+yÎ+0ñe0, (a,86,7,0)€R 
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(Remarquer que À est un opérateur auto-adjoint). 

Remarque : les trois opérateurs a, a*, Î, à sont une autre base de cette même algèbre 
mais avec des coefficients complexes (donc ce ne sont pas des opérateurs auto-adjoints ; 
ils appartiennent à l’algèbre de Lie complexifiée). Dans cette base les relations de 
commutation sont (2.24). 


Propriété : Les opérateurs À € © sont les générateurs d’un groupe appelé le groupe 
de l’oscillateur Harmonique noté ©. Les éléments de ce groupe (qui sont des opérateurs 
unitaires) sont obtenus, comme expliqué page 66, en prenant l’exponentielle d’un élément 
de l'algèbre (d’un générateur) : 


A 


U = exp (-iÀ) = exp (-i (aQ RP 71 + où)) € O, (2.36) 


(La propriété que ces opérateurs forment un groupe signifie qu’ils vérifient les 3 règles 
énoncés page ??. La moins évidente de ces propriétés est la loi composition qui est que si 
U., Us € O alors le produit Üa = QÙ, € O c’est à dire est aussi de la forme (?2)). 

De plus l'élément Ü € O ci-dessus peut s’écrire aussi : 


A 


U 


exp (-ivi) exp (-ia/Q) exp (is?) exp (—10à) 
= ee B y Ty À (2.37) 


avec (en posant z = 7 (B — ia) et de même pour 2!) 


Le? 
oe) 


1 , sin 0 — Ü 
V=n--5s (2?) +! PE ),p 


L’équation (??) s’interprète donc comme un opérateur de rotation de l’angle 0 suivit 
d’une translation de (£, —-a’)dans l’espace de phase (le premier terme est juste une phase 
multiplicative). 


Preuve : Dans cette preuve sous forme d’exercice, on donne aussi une méthode utile 
permettant de calculer des expressions équivalentes de Ü et généralisable à d’autres groupes 
(voir [WDG90] pour d’autres exemples). Cette méthode consiste à utiliser un isomorphisme 
de l'algèbre © qui nous intéresse vers une algèbre de matrice 3x3 (donc simples à utiliser). 
Cet isomorphisme w est défini sur les éléments de base (on utilise la base Î, a, a* , où les 
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expressions sont plus simples) : 


0 1 0 

O0] aan) 
0 0 0 
0 0 1 

= 1.0 © 0 |, ee 
0 0 0 


Ainsi chaque élément À de l’algèbre © est tout simplement représenté par une matrice 


3 X 3. 


Exercice 15 
commutateurs). 


1. vérifier que @ est un isomorphisme d’algèbres de Lie (i.e. conserve les 


2. De cet isomorphisme, on déduit que par exponentiation, l'algèbre des matrices va en- 
gendrer un groupe isomorphe au groupe O qui nous intéresse. Autrement dit par 


l’opération exp (.), l’isomorphisme & s'étend au groupe O par : 4 (exp (4)) = 


an (e (à) 


matrice 3 x 3. Montrer que : 


4 2. 4 
@) (exp (-ia'Q)) = | 0 Ÿ ‘a , 
D: 1 
= _1g2 
e(ap(##))= lo T & | 
0 ï 


exp (-i (aQ + 


À = 


| 
CE 


SOS = © 


Le 


BP+nÎ+0ù)) = 


Ÿ = —i0 
i( ni }=o- 


B=-i Zi i0 —e "?) 


SO oo oem © 
[Le] 
a 
= 


© 


En déduire (??). Cela clot la démonstration M. 


Q & 


SL 


, et tout élément du groupe O est tout simplement représenté par une 


(2.38) 


(2.39) 


(2.40) 


(8 — ia[2.41) 


2.3. CORRESPONDANCES CLASSIQUE-QUANTIQUE À L’AIDE DU PAQUET D'ONDE GAUSSII 
Exercice En utilisant la représentation matricielle ci-dessus, montrer (??). 


Exercice On pose r,l,6,7 € €. Montrer les relations suivantes du groupe (complexifié) 
de l’oscillateur Harmonique : 


exp (Ô) exp (ra*) exp (7h) exp (la) 
= exp (0°) exp (l'a) exp (nñ) exp (r'a* 
= exp (0’)exp (nñ) exp (la) exp (r'a* 


LS 


LS 


avec 
r=r'e 
L=te 
#=5-rle" 


Solution : utiliser la représentation matricielle 3 x 3 ci-dessus. 


2.3 Correspondances classique-quantique à l’aide du pa- 
quet d’onde Gaussien 


2.3.1 Comptage semi-classique du nombre d’états 


Considérons une particule dans un puits de potentiel V(x). Dans ce paragraphe nous 
allons donner une règle très simple, et très utile qui permet d’estimer la position des niveaux 
d'énergie E,,n = 1,2,..., (les valeurs propres de l’opérateur À) | 

Pour illustrer cela nous pouvons considérer le potentiel harmonique V(x) = Ska? 

En mécanique classique, l’énergie d’un point (x,p) de l’espace de phase est : 


p? 
Pour Æ donné, appelons S(E) la surface occupée par les points l’espace de phase qui ont 
une énergie inférieure à Æ. Voir figure 2.12. 

Voici tout d’abord un argument heuristique qui va nous conduire au résultat. Ce résul- 
tat, appelé Formule de Weyl, ou Formule de Thomas-Fermi (en physique) est énoncé 
et démontré par exemple dans [dV02] chapitre 2. 

En mécanique quantique, nous avons vu qu’un paquet d’onde occupe une certaine 
surface élémentaire dans l’espace de phase, voir figure (1.24). Cela découle du principe 
d'incertitude : AxAp © h. Admettons pour le moment que cette surface élémentaire appelée 
cellule de Planck est exactement h ( en non h/2 par exemple). On déduit que dans la 
surface S(E), il y a un nombre fini d'états quantiques différents, dont le nombre est estimé 
à : 
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P 


dl, NE) 


surface h 


= 
RER ER 


FIG. 2.12 - Pour l’oscillateur harmonique, les points (x,p) d'énergie inférieure à E — 


p + 5kx? forment une ellipse de surface S(E) = T4/ÈV2mE = 2#£. On estime le 


nombre de niveaux d’énergie inférieur à Æ, comme étant le nombre de cellules de Planck 
de surface h contenue dans S(Æ). Aïnsi N(E) = S(E)/h, ce qui donne E = fwN. 


N(E) est précisément le nombre de niveaux d’énergie inférieur à £. 
Par exemple pour l’oscillateur Harmonique, on trouve N(E) = Le. Cela permet de 
d’estimer inversement que l’énergie du niveau n est 


E, © fun 


(C'est presque le résultat exact (??), sauf le terme 1/2, ce qui est négligeable si n est 
grand). 

Comparer la facilité avec laquelle on obtient ici ce résultat par rapport à la compléxité 
du calcul algébrique exact page 76. 


Remarques : 

— L'étude précédente s’adapte très bien pour des problèmes à plusieurs dimensions 
(x, y, z), ou plusieurs particules. Par exemple, pour une particule à trois dimensions, 
l'espace de phase (#,p) = (x,Y,2, Paz, Py,P:) est de dimension 6. Les points (%,p) 
d'énergie inférieure à Æ donné forment un volume noté V(E). Le principe d’incerti- 
tude est AxzAp, © h, et AyAyp, © h, et AzAp, © h, donnant une cellules de Planck 
élémentaire dans l’espace de phase de volume h°. La formule est donc dans ce cas : 


(2.42) 


— Pour un spectre d'énergies, on appelle densité de niveaux, le nombre moyen de 
niveaux par intervalle d'énergie. C’est à dire : 


d 
p(E) = a :  densite de niveaux 
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Pour l’oscillateur harmonique, on trouve p(E) = FE: qui est une constante, montrant 
que les niveaux d’énergie de l’oscillateur Harmonique sont équidistribués. 

— La densité de niveau est une grandeur très importante en physique statistique par 
exemple, car la densité de niveaux est reliée aux nombres d’états, ou de configura- 
tions, que peut prendre un système près d’une énergie donnée. Cela est précisément 
l’entropie statistique du système, définie par S(E) = klog(p(E)). 

— Lorsque N(E) obtenu est un nombre fini, on déduit que le spectre est discret. Cela 
est possible si S(E) est fini. Comme contre exemple, il y a la particule libre, avec 
V = 0, et ayant un spectre continu. Dans ce cas, pour E > 0, la surface dans l’espace 
de phase S(E) est infinie, car la particule peut partir à l'infini. On explique ainsi le 
résultat mentionné dans la figure 1.20. 


Exercice 16 1. Calculer semi-classiquement N(E) pour une particule libre à une di- 
mension entre deux murs de largeur L. 


2. Même question pour une particule libre dans une boite de volume V. En déduire la 
densité d'états p(E). 


3. Application : pour des électrons libres dans un métal comme le sodium, appliquer la 
règle de remplissage de Fermi, et estimer l'énergie et la vitesse des électrons à la 
surface de Fermi, sachant que la densité est N/V = 2,610 électrons/cm*. 


Exercice (*) 


Exercice 17 Densité de niveaux semi-classique du spectre de l’atome H 


1. Calculer semi-classiquement N(E) pour l’atome d'hydrogène. 


2. Déduire la densité de niveaur semi-classique pse (E) = a. 
3. Comparer aux résultat exact connu à partir de l’expression E, — —*$ avec €1 = 
4 à DIR TRS : : 
5e — 13,6 eV (Sans oublier la dégénérescence du niveau E, qui est n?). 


2.3.2 Règle de quantification semi-classique 


Dans ce paragraphe, on utilise encore le changement de variables Q — cu : q, et 
P — 4: 1/2 
En Gr) pe 


Exercice 18 1. Montrer que que les translations en position et impulsion ne commutent 
pas : 


T, B, = exp (—iS/h) B,Î) 


où la phase S est une quantité que l’on interprétera géométriquement. Quand est-ce 
que les opérateurs T, et B, commutent ? 
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2. Soit deux points (q1,p1) et (g>,p2). On note 
Ds = eXp (ie, — P;) (à un Q) — i(Q2 — Q:) (P _ P)) 


qui est l’opérateur déplacement du point 1 au point 2. Pour trois points consécutifs 
1,2,3 montrer que 


D Di2 —= exp(iS/h) Dis 
et interpréter géométriquement S. Voir figure 2.13. 


3. En déduire que pour N points consécutifs 


Din Le Da 3 Di 2 —= exp(iS/h) Din. 


= 
O 
F1G. 2.13 —- Composition de déplacements. 


Exercice 19 1. Soit une dynamique spécifiée par la fonction de Hamilton classique 
H(q,p). Soit un point (qo, po) de l’espace de phase. Donner l'expression de la fonction 
H(q,p) linéarisée au voisinage de (qo,po). Voir figure 2.14. 

2. Considérons un état cohérent |qo, po > (paquet d'onde Gaussien). Comme cet état est 
localisé en (go, po), l’action de l'opérateur À sur (go, Po > s'obtient approzimativement 
en utilisant l’expression linéarisée de À. Donner ainsi une expression approximative 
de À (90, Po > ? 


3. En déduire que Ü(At)|qo, Pi >> exp(—iEAt/h) Doi 


do: Po > où Ü(At) = exp (-ifau/n) 


est l’opérateur d'évolution sur un temps court At, et où E et Dis seront précisés ? 
Interprétation ? 


4. En déduire une expression de l’évolution d’un paquet d’onde sur un temps fini Ü (t)\go, po > ? 
(Utiliser l’exercice précédent) 

5. Considérons une trajectoire fermée (périodique) d'énergie E, de période T, passant 
par le point (4, po). On a l’idée de construire un état stationnaire localisé sur cette 
trajectoire, en superposant des états cohérents. Voir figure 2.15. On considère ainsi : 


T 
b>= | EUR ET (|, po > dé 
0 
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En appliquant l'opérateur Ü(#) à |(® >, montrer que [9 > à condition que eET/RÜ (T)|q0, Po D — 
(do; Po > ? 

6. Exprimer cette dernière condition comme une condition sur l’action S de la trajec- 
toire ? Application : pour l’oscillateur Harmonique ? 


P À 
Trajectoires de H 


do q 


FIG. 2.14 - L’approximation linéaire de H(q,p) près du point (qo, po) revient à approximer 
les trajectoires classiques au voisinage de ce point, par un mouvement translation. 


[do-Po > 
z()> 


F1G. 2.15 — Construction d’un état stationnaire, en superposant l’évolution d’un état co- 
hérent. On obtient la règle de quantification de Bohr-Sommerfeld. 


Remarques 
1. Cette construction permet non seulement d’obtenir une formule approchée pour les 
niveaux d'énergie, mais aussi une expression pour les états stationnaires |, >, mon- 
trant qu'ils sont concentrés sur une orbite classique spécifique. 
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2. On n'obtient pas l’indice 1/2 correct du spectre de l’oscillateur Harmonique. Cela 
est dû à l’approximation linéaire de H(q, p). Une approximation quadratique l’aurait 
donné, et montré que c’est un indice “topologique” appelé indice de Maslov. 


3. Pour des problèmes à plusieurs dimensions, cette construction n’est pas assez pré- 
cise pour donner les états stationnaires. Elle peut s’appliquer cependant aux orbites 
périodiques, et donne une formule semi-classique très intéressante pour la densité de 
niveaux, appelée formule de Gutzwiller, ou formule des traces semi-classique. 
Voir [Gut91]. La formule de Weyl énoncée ci-dessus constitue le premier ordre de cette 
formule, et se démontre autrement. 


4. On a choisit arbitrairement de mettre la phase e**#/# dans la construction de |d >. Ce 
choix peut se justifier, car c’est celui qui donne un état stationnaire le plus concentré 
sur la trajectoire. (interférences constructives entre les paquets d'ondes). Cela a un 
rapport direct avec la phase géométrique, ou phase de Berry. Exercice : le montrer. 
(L'opérateur de déplacement D ci-dessus réalise “un transport parallèle”). 


5. Finalement, tout cela est lié au fait que d, et T, ne commutent pas. cette observation 
se généralise, et donne lieu à la théorie de “la quantification géométrique”. Voir 
[Woo92|, [F. 00]. 


2.3.3 Représentation quantique dans l’espace de phase 


Rappelons ce qu’est “la représentation en position” d’un état quantique mentionné 
page 41. |[x) est un état de position car bien localisé à la position x. On a la relation 
de fermeture Î = J'dx|x)(x| qui montre que tout état quantique se décompose comme 
superposition de tels états : [W) = f dx |x) ((x|#)). Les coefficients de cette décomposition 
sont Ÿ (x) = (x|w), qui la fonction d’onde de l’état quantique. 

Nous avons aussi vu que les choses sont analogues pour la représentation en impulsion, 
donnant une fonction w (p). 

En suivant cette même démarche, nous allons voir que l’on peut naturellement défi- 
nir une représentation dans l’espace de phase, i.e. en variables (x, p)simultanément, 
appelée aussi représentation de Husimi. L'intérêt de cette représentation est grand. Il 
se devine lorsque l’on sait que la mécanique classique (de Hamilton) qui est une limite 
(courament utilisée) de la mécanique pour des actions grandes (S/h >> 1) se formule 
naturellement dans l’espace de phase (x,p), et que de nombreux phénomènes de méca- 
nique classique n’ont une explication claire que lorsqu'ils sont explicités dans l’espace de 
phase (comme les structures des trajectoires pour les système réguliers, ou chaotiques, voir 
[Arn76|) ; il en est de même pour de nombreux phénomènes quantiques, comme entrevu 
ci-dessus. 

Le paragraphe (1.3.2), présentant lévolution de paquets d’ondes a clairement montré 
l’avantage de la représentation de Husimi d’un état quantique par rapport à la repré- 
sentation en position (x) : elle permet de comprendre l’évolution en terme classsique, 
sur une durée plus longue. Elle permet aussi de mieux comprendre la structure des états 
stationnaires. 


2.3. CORRESPONDANCES CLASSIQUE-QUANTIQUE À L'AIDE DU PAQUET D'ONDE GAUSSII 


La représentation de Husimi dans l’espace des phases présentée ci-dessous, permet de 
donner un sens précis aux représentations schématiques dans l’espace de phase, faites ci- 
dessus à propos de l’évolution d’un paquet d’onde, figure (2.11), ou de la distribution d’un 
état stationnaire quelconque, figure (2.15). 


2.3.3.1 Relation de Fermeture par les états cohérents 


Nous avons vu en eq.(??), que le paquet d’onde |q,p,o) défini par eq.(??), est “assez 
bien localisé” à la fois à la position x et à l’impulsion p, avec les incertitudes respectives 
Ar 7 Ap = NT Une famille de paquets d’ondes |q,p,o) avec ofixé, et (q,p) € R? 
serait donc un bon candidat pour définir une représentation dans l’espace de phase. Il reste 
à vérifier que l’on a une relation de fermeture. 

Dans la suite, on considère que le paramètre © est fixé, et on l’omet dans les notations. 
Pour simplifier, on utilise les ccordonnées sans dimension Q, P eq.(??) et la coordonnée 


complexe 


1 

z = —(Q+iP)ecC: oint de l'espace de phase 
q © 

Q = — Pie 
O° n? 


On prendra l’expression |z) du paquet d’onde définie page (81) : 


exp (2) 1) 


D(2)10) 
exp (:PQ — iQP) = exp (za* — za) 


7, D, 0) 


re 
& ù 

Lt = 
UN 


On utilisera aussi si besoin, les expressions équivalentes (2?) pour D(z). 


Exercice 20 Montrer que pour © fixé, on a la relation de fermeture : 


L +00 +00 1 
=] . Sr de dplx,p,0)(x,p, 01 


2.3.3.2 Représentation de Husimi d’un état quantique 


Définition : Pour un état quantique |[d) € # on associe la fonction suivante sur l’espace 
de phase, à valeurs complexes, appelée distribution de Bargmann de |) : 


Bargy (x,p) = (z|b) 


on associe aussi la fonction positive sur l’espace de phase, appelée distribution de Husimi 


de |) : 
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Husy (x,p) = |(214)? = |Bargy(x, pl? 


De la relation de fermeture, on déduit que la distribution de Bargmann Bargy (x, p) 
caractérise l’état |). 

preuve :siVr,p Bargy (x,p) = Bargs (x,p), alors [Y) = ff dx dp|2)Bargy (x,p) = [J dx dp|z)Bargs (x,p 
\6). n 

Cela est moins clair pour la distribution de Husimi car il semble que l’on perd l’infor- 
mation sur la phase en chaque point (x,p). Pourtant il n’en est rien et la distribution 
de Husimi caractérise l’état |[Ÿ) à une phase globale près. 

preuve : On a Bargy (x,p) el F/2 = ekP/2(zlé) = (0|e/|#) qui est donc analytique en Z. Il 
résulte de la théorie des fonctions à variables complexes que cette fonction est déterminée (à une 
phase près) par son module seulement. 

La norme de l’état |#) s'obtient à partir de la distribution de Husimi par : 


dxd 
I = (ét) = JE Huss (2,2) 


preuve : on utilise simplement la relation de fermeture : (#|#) = [ LEP (4 |qp) (gplb) = J LE Husy (x, p). 
= 


2.3.3.3 Exemples simples et importants 


Onde plane si |) = |po) est une onde plane d’impulsion po, alors 


Baron = an = pp er (ER) e (HE) oo (WA) 


(d’après (??), et donc 


Etes 
HuS\p0) (x, p) = RV7 P | (ñ/o)? | 


qui est une ligne en p = po qui à une forme transversale Gaussienne, de largeur Ap = %. 
C’est un résultat attendu. Voir figure 2.16. 


Etat de position si [Ÿ) = |x9) est un état de position en xo, alors 


1 .ToD .PoT x — x0)? 
Bar gx) (x,p) = {2|xo) —= (ro2y A P (-5) exp (=) exp (-£ 2) 


(d’après (??), et donc 


HUS\x0) (x,p) = 
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qui est une ligne en x = %, qui a une forme transversale Gaussienne, de largeur Ax = 0. 
C’est un résultat attendu. Voir figure 2.16. 

Remarquer que Hus,,,, (x,p) et Hus,,, (x,p) ne sont pas normalisable (norme infinie) ; 
cela est du au fait que |p0),|o) # L?(R). 


FIG. 2.16 - Distributions de Husimi Hus,,(x,p) et Hus,, (x, p) des états |p0) et (to) dans 
l’espace de phase. Les unités sont arbitraires 


Etat cohérent si |Ÿ) = |x0,po) est un paquet d’onde Gaussien de position moyenne x 
et impulsion moyenne Po, alors 


Bar g\x0p0) (XP) = (2|20) = e”3l-20l iS(Z20) 


et donc 


ele-20l — &-2(Q-Q0)-3(P—Po) 


2 


HUS|0,p0) (x, p) — 


= € ZE zo)” 72 (P po)” 


qui est une gaussienne centrée en (to, po) de largeurs Ax = ©, Ap = b. Voir figure 2.17. 
C’est un résultat attendu, qui donne un sens rigoureux à l’image (1.24) . 
preuve : on utilise (??), et e*%e%04 — 7206204624, (On a 


z k9l® 1: z z ko _| z 
(2l20) = (Ole e202" |0)e— 2e 5 = e72 (0je2%" e74|0)e— Dre 2 = ee" »e 2 


soit (2|20) = e- 32-20 iS (72) D. 


Etat stationnaire de l’oscillateur Harmonique Si |[Ÿ) = |n) état propre de l’oscilla- 
teur harmonique (voir page 76), alors 


279 1 
= = —l2l 127 
Bar gi) (x, p) (z1n) € vd 
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et donc en coordonnées polaires z = pe? 


2n —p? 


l 
——p""e 
Va 


qui est une distribution dont le maximum est sur le cercle Pÿmax = VA . Voir figure 2.17. 
Ce cercle coincide avec la trajectoire classique d'énergie E°%%* — fun, comme observé 
numériquement sur la figure (1.9). (Remarquer qu’il y a un petit décalage par rapport à 
l'énergie du niveau n : E, = hw (n + 5); mais ce décalage est plus petit que la largeur de 
la distribution). 

preuve : (an) = el /2(0e%n) = T2, 0 OI (za) in) = PE, 27" (n/In) = 
et? 

Le maximum de Hus et sa largeur se trouvent en dérivant par rapport à p. Ensuite, le hamil- 


tonien classique H = 12 (P?+ Q?) = hw |217 = fiwp?m 


HuSin) (a p)= 


F1G. 2.17 — Distributions de Husimi Husky (t,p) et Hush(x,p) des états |topo) et |n) 
dans l’espace de phase. Les unités sont arbitraires 


2.4 Conseils de Lecture 


— Cohen-Tannoudji [CBF|, chapitre V. 


Pour approfondir : 
— L'application du comptage d’états à la physique statistique : 
— Diu et al. DGLR89|, 
— Pour approfondir les aspects mathématiques, 
— Sur la théorie des groupes : Cours de Segal dans [Seg95]. Livre de Bacry [Bac|. 
— Sur les états cohérents (paquets d’ondes) en physique : [WDG90] 
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2.5 Solution des exercices 


Exercice 12 page 67 on a [#(t)) = Ü(t)lW(0)) = (i-ità - LA? + o(#?)) lp(0)). 
Alors (4(0){p(#)) = 1 — £(@lA lé) — Æ(wlÉ?|p) + o(f?) et donc 


GObor = (1 tn) + (50) +008) = 1-70 + AN + fe) 
1 2 (642) — (AP) + off) = 1 - SE (AEŸ + o(#) 


Exercice 13 page 68 par définition, < AT >=< x— Ag >,Viy >. Donc < a = 
x X|. Donc TX |x >= [x — À >. Ensuite, Ÿ; est un opérateur unitaire, et 1 = T1 =. 


donnant Ÿ_xlx >=|x—À3>. 


Exercice 14 page 85 
1. Utiliser la relation (??), qui s'applique car [g, ] = ih Id, [a, a*] = Id. 


2. Utiliser les expressions (??), et pour montrer la dernière ligne, le fait que al0 >= 0, 
donc exp(—7a)|0 >= |: 


3. Calculer d(e%)]gp >)/da en a = 0. 


Exercice 15 page 88 


1. On vérifie que cette représentation par des matrices 3 x 3 vérifie bien les rêgles (2.24). 


Par exemple, on calcule : [w (a) ,w(a*)] = p(a)g(a*)— g(at)gp(a) == (5): 


etc. 
: : 0 1 0 : 
2. OnaQ — 7 (a + a*), donc 4 (-i0) = (—ia/) F3 0 O0 1 |,etw (exp (-ià)) = 
0 0 0 


: 1 (—io)/V2  —o?/4 
EXP (e (-ia0)) = | 0 1 (—ia') /V2 |. Pour cette dernière égalité, 
0 


0: 4-0 0 0 1 
on utilise le fait que, posant M — 0 0 1 |, on a M? — 0 0 0 et 
0 0 0 0 0 0 


M = 0 pour n > 2. Donc exp (AM) = > },50 2 (AM)" = M9 + AM + SM? = 
1. À }?72 
di À . On procède de même pour les quatre autres expressions. Finale- 
0 O0 1 
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ment, on calcule le produit de matrices,‘ 


p (exp ( de î)) p (exp ( ia Q)) (exp ( sb)) 4 (exp (—i0à)) 
1 AÀ' B' 
=, oe at 
0 0 1 

A'= 7e pi= +5 -5s(),c'=7 


que l’on identifie avec (2.40), pour obtenir (??). 
Exercice 16 page 91 Er © 3eV, Vr © 10%m/s. 


Exercice 18 page 91 
1. On a Ÿ, B, = exp (—iqp/ñ) exp (ipi/h). Utiliser (??), avec À = —igÿ/h, B = ipi/f, 
LA, B] = (qp/R?)(—iñ) donnant e4e8 = ePeel#5] donc T, B, = e Ÿ/"B,T,, avec 
S = gp qui est la surface du carré dans l’espace de phase concerné par le transla- 
tions. En terme de mécanique analytique, c’est une action. Les opérateurs commutent 


lorsque S = nh, n € N c’est à dire lorsque la surface contient un nombre entier de 
cellules de Planck. 


2. Utiliser (27) ‘€ er — = eA+Be3lA8] On a B = i(P>—P:) (à om Q) —i(Q2—Q:) (P — P). 
A = (PP) (Q - Q2)-i(Qs-@2) (PP), et 4[A, B] = -i(P-P1)Q5-02)+ 


1(Q2—Q1)(P3—P2) = in = —i S/h :produit vectoriel et S est la surface hachu- 
rée (dans les unités q, p). Où a S/h = ; (P2Q3 — P1Q3 + P1Q2 — Q2P3 + Q1P3 — Q1P2). 
On a donc 


Da 3D19 = e sh EXP (A + B) —= e sh EXP (ir, P;)Q i(Q3 QDP) EXP (à (—P2Q: + QP: = P3Q.: 


. Par ailleurs, 


Dis = exp (its -P) (à Q) i(Q3 — Qi) (P-n)) 
= EXP (ir, P1)Q — i(Qs QDP) exp (i(—P3Q1 + Q3P1)) 


. Finalement, Do 3D12 = Dise Pen = éORD 
3. Par récurrence. 


4Pour ces produits de matrices, ainsi que ces exponentielles de matrices, on aura intérêt à utiliser un 
logiciel de calcul formel (comme Maple, Mathematica ou Xcas qui est un logiciel gratuit et libre). 
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Exercice 19 page 92 


1. H(g,p) = H(go; po) + (q — do) .%E + (p — po) .$E + o(Ag, Ap), avec Aq = q — Go, 
Ap = p — Po: 


2. A|@, Do >= (H (0; po) 1d+ (— go). + (f — po). ou) Ido, Po >. (On a remplacé q 
et p par les à et p). 
3. Ainsi 


Ü(At)ldo.po > —=exp (-ifaiyn) (90; Po > 


: h 0H % 0H 
© exp (- (ar) Id + (4 — %) où + (5 — po) +) atyh) |g0,Po > 


donc Ü(At)|go, po >= exp(—-iEAt/f) Don 
Po = — 22 At sont les déplacements du point (go, po) par la dynamique classique, et 


Po >, avec q1 — Go — At et Di = 


E = H(%, po) est l'énergie du point classique, conservée au cours du temps. Sur la 
durée At infinitésimale, le paquet d’onde est donc translaté dans l’espace de phase, 
comme le point classique. 


4. Alors en sommant des déplacements infinitésimaux, 
Ü(t)|go;po >= exp (—iEt/h) IL 5 Diirilgo,po >= exp (—iEt/h) exp (iS/h) Domwlaopo > 
, où Mt) est l’évolution classique. 


5. On a Ü(#)é >= [jet MO (E + #)gopo >= e Pt 0 [UE efBU/h Ü(t)|go, po > 
dt = e Et/h|4 >, à condition que efET/RÜ(T)|q0, po >= |do, Po >, car alors 


T+t t' 
À EH Ÿ(E)|cos po > dt = [Eos po > dt 
T 0 


6. D’après ci-dessus, la condition s'écrit : exp (iS/ñ) Do,mr)|do; Po >= |,Po >, où S 
est la surface de la trajectoire (action). Or M(T) = M(0), donc il faut exp (iS/ñ) = 1, 
soit 

S=hn, neN 
appelée règle de quantification de Bohr-Sommerfeld : la surface doit contenir 
un nombre entier de cellules de Planck. 
Pour l’oscillateur Harmonique, cela donne (voir section précédente) ÆE, © fwn. (Il 
manque l’indice 1/2). 


Exercice 20 page 95 (Voir [CBF] p571). On a J = PF pe LC srdr dp|r,p,o)(x,p,o| = 
LE JTE axe dp D()OMOID* (2). Or D(2)10) = exp (Æ) exp (za*) exp (-7a) 10) = 
EXP (-Æ) ez4* |0). Or ez4° |0) _ Se gai" 0) — JS Zn). 


102CHAPITRE 2. UNE PARTICULE QUANTIQUE SANS SPIN À 1 DIMENSION (Il) 


Donc J =T," EL) {n'|. Mais d’une part nd = = dQNdP et [ dQdP 27" e be 
J dpd0 er prtn'eïifln-n) = nl'ô,,n en coordonnées polaires 7 0) et intégration sur p par 
parties. Donc J = ÿ°,.,{n){n] = 1. De façon plus élégante, cette relation de fermeture est 


une simple conséquence du lemme de Schur (théorie des groupes) voir [Per86| p.15. 
Exercice 17 page 91 @Q@ revoir @QQ 


1. Le Hamiltonien classique est : 


D e? 


H(,p) = 


2m ATE0T 


Soit une valeur Æ < 0 fixée. On cherche le volume de l’espace de phase des points : 


On utilise naturellement les coordonnées sphériques : D = (p, @p, 0») et T = (r, 4, 0). 
Alors (utilisant di = r?dr sin 0d0dç) 


Vo = Vase Le dédÿ 


(4) 


Ensuite d’après (2.42), 


V(E “Ro 
N(E)= Late) = — 
k 12V2 (-E)"* e2h3 
2. On déduit la densité de niveaux semi-classique psc (E) = ns — PARENT qui 
est une expression valable lorsque les niveaux deviennent denses, c’est à dire pour 
do Dm À CI 
3. À partir de l'expression Era — FR: avec € — me = 13,6 eV, on a (sans oublier 
la dégénérescence du niveau E, qui est n?) dN = n?dn donc dN/dE = n°?dn/dE = 
1 m>/2e6 


27h ET 
QQ 


Chapitre 3 


Une particule à 3 dimensions sans spin 


Dans le chapitre précédent nous avons par simplicité considéré une particule se dépla- 
çant seulement selon une direction x (mouvement à une dimension). Dans ce chapitre nous 
montrons tout d’abord comment le formalisme du chapitre précédent s’étend pour décrire 
une particule dans l’espace (x, y, z) € R° de dimension 3. 

Nous traitons ensuite le cas d’une particule chargée qui subit l’influence d’un champ 
électromagnétique décrit par les champs de potentiel À et V. 


3.1 Une Particule sans spin à 3 dimensions 


3.1.1 Espace des états # 


L'état quantique d’une particule est maintenant décrit par une fonction d’onde Ÿ(x, y, 2) 
à 3 variables, et toujours à valeurs complexes. On utilisera toujours la notation de Dirac 
kb >. On posera aussi : 
X = (x,Y,2) ER 


Le produit scalaire entre deux fonctions d’onde est naturellement : 
< hide >= | h(X)2(X) dX 
R3 
(où dX = dxdydz. C’est une intégrale triple).Et l’espace des états est constitué des fonc- 
tions d’ondes |Ÿ > de norme finie : < #[Ÿ >< oo, noté : 
H = L?(R°) 


Les opérateurs différentielles de base sont les opérateurs position et impulsion que l’on 
regroupe en opérateurs vectoriels (i.e. vecteurs dont les composantes sont des opéra- 
teurs) : 


NC) (3.1) 
p = (Das Dis De) 
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qui sont définis comme ci-dessus, par 


(&v) (x, y, 2) = x b(x, y, 7 


Sr 


Bat) (6,12) = RE (a, y, 9) 
etc. 
On note aussi : , : 
D = —-ihV 


avec V = (dx; dy; d,) appelé opérateur nabla. 
(On notera souvent d, pour 0/0, etc..). 


3.1.2 L'espace H comme produit tensoriel { = #H, © Hy ® H; 


Nous connaissons déjà des bases pour l’espace des fonctions à une variable. Pour l’espace 
H; = L?(R) des fonctions d’ondes (x) à une variable x, étudié dans le chapitre précédent, 
nous connaissons la “base” de position [x >,x € R, la “base” d’impulsion |p,; >,px € R, 
la base de l’oscillateur Harmonique [n, >,n; € N … (il y a une infinité d’autres bases 
possibles). C’est la même chose pour les espaces H, et H.. 

Nous aimerions ici construire des bases de l’espace # (fonctions à trois variables) à partir 
de ces bases de fonctions à une variable. Autrement dit, comprendre comment l’espace # se 
construit à partir des espaces #,, H, et H,. Nous allons voir que cette construction se fait 
par le produit tensoriel. Le produit tensoriel sera essentiel pour décrire plus généralement 
l’espace quantique d’une particule avec des degrés de liberté interne, ou pour décrire l’espace 
quantique de plusieurs particules. Nous décidons donc illustrer cette construction dans ce 
cadre simple de fonctions à trois variables, ce qui reste intuitif. 

Supposons que |n,; >,n4; € N est une base de H,, et de même |n, > et |n, > des bases 
respectives de #, et H,. Aïnsi on note : 


sont les fonctions de base de #5, etc. 
On considère tout d’abord que y, z sont fixes, donc que (x, y, z) dépend seulement de 
x, et on écrit : 
(x, y, 2) —< z|Y( (y, z )>= 2m. y, 2 2)Pne (T ) 


La fonction w,,(y,z) est ici une “composante”. On continue de même avec cette fonction, 
en considérant z fixe et y variable, donnant 


rs VU, 2 2 Vne ms 2)ny (y ) 


et puis finalement 


Ynasny () = » Ya ny: On: (2) 
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Au total cela donne : 


dy2)= D Vnasnune One (T)Ony (On: (2) (3-3) 


Na My Nz 


Qui montre que en général une fonction #(x,y,2) n’est pas juste un produit factorisé de 
trois fonctions respectivement en x, y, z mais peut toujours s’écrire comme une combinaison 
linéaire de termes factorisés de la forme 44, (t)@n,(y)ôn.(+). De plus on a montré que cette 
décomposition est unique. 

En notation de Dirac, on ré-écrit (3.3) : 


SU AUe= D Van Call >< y >< an, > 

Na My Nz 

ou encore : 
lp >= ÿ Dnanynz IN > @iny > @in: > 

Na NyNz 
Le signe @ s'appelle produit tensoriel. Il signifie que la fonction |n; > @in, > @in, >€ H 
est < TN >< yiny >< AU? >= One (T)On, (Y)Pn: (2). 

La décomposition de f > que l’on a obtenue montre que [n; > @În, > @in, > 

forment une base orthonormée de #. (On vérifie facilement l’orthonormalité). On dit 
que # est l’espace produit tensoriel : 


Hiot = Hz @ Hy @ H: 


On obtient de même la base de position de # : 


LX >= |x,y,2 >= x > @ly > @lz > 


(et de même pour les vecteurs duaux< X| =< x, y, 2] =< |® < y|@ < z|.) 


Remarques 
— Ne pas confondre le produit tensoriel d’espaces vectoriels avec la somme directe d’es- 
paces vectoriels. Voici un rappel de ces deux notions. Si F est un espace vectoriel 
(e.v.) de dimension N}, de base In; >,n = 1 — N;et Gest un autre e.v. de di- 
mension N,, de base In, >,n, = 1 — N,, alors nous venons de voir que l’espace 
produit tensoriel est noté 
E=F@G (3.4) 


et a pour base |ns,n, >= |nr > @În, >et est donc de dimension N;N,. 
Par contre, l’espace somme directe, noté 


E-=r6G 


a pour base la réunion des vecteurs [n; >et |n, >, et est donc de dimension N;+N,. 
Par exemple R° = R° &R. Voir figure 3.1. 
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G 


F1G. 3.1 - L'espace total E de dimension 3 est la somme directe E = F@G, avec dim F = 2, 
dimG = 1. 


FIG. 3.2 - Cette fonction Y(x, y) = 1 sur les carrés gris, et Y(x,y) = 0 ailleurs, est non 
factorisable. 


— Voici un schéma (figure 3.2)montrant une fonction Y(x,y) non factorisable en deux 

fonctions de x et y Cela traduit une corrélation évidente entre les variables x et 
y. En terme de mesure de la position de la particule, si on observe la particule en 
x = 1, forcément, y = 1 (respect. x = 0 et y = 0). Donc x et y sont des grandeurs 
corrélées dans cet exemple. 
Voici maintenant un schéma montrant une fonction Y(x, y) = #1(x) d2(y) factorisable 
en deux fonctions de x et y, figure 3.3. Cela correspond au fait qu’il n’y a pas de 
corrélation entre les grandeurs x et y : Si on observe la particule en x = 1, on ne sait 
pas pour autant si y = 0 ou y = 1. On dit que x et y sont dé-corrélés. 

— Dans cette section, on a montré que L?(R*) = L?(R) & L?(R) @ L?(R). Plus généra- 
lement, on a donc pour à, b € N: 


[L? (R‘*) _ [L? (R‘) Q L? (R!) 


Exercice 21 action d’une rotation : Si une particule a la fonction d'onde Y(x) =< 
ä\d >, donner l'expression de la fonction d’onde de la même particule dans un repère x 
obtenu par une rotation à = RE ? (puisque que la transformation Y(x) — d'(x') correspond 
à un changement de repère, on parle de transformation passive. Il pourrait s'agir d’un 
dispositif qui fasse tourner la particule ; on parlerait de transformation active.) 
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AV: 
YA 
HE 
X 
AV 
= 
[T1 ; 
y 


FIG. 3.3 - Cette fonction Y(x, y) = 1 sur les carrés gris, et d(x, y) = 0 ailleurs est factori- 


sable : Y(x, y) = Y1(x) Va(y) 


3.1.3 L’oscillateur Harmonique à 2 dimensions (TD) (*) 


@Q 

- donner H dimension 2 avec deux fréquences. 

- Calcul du spectre dans la base produit tensoriel. 

- Remarque sur la dégénérescence si rapports rationnels des fréquences. 


3.2 Particule chargée dans un champ électromagnétique 


La dynamique d’une particule quantique isolée est décrite par l’équation de Schrôdinger 
eq.(??). Dans cette équation intervient l’opérateur Hamiltonien qui contient toutes les 
informations sur la nature de la particule et les forces qu’elle subit. 

En général, cet opérateur À s’obtient à partir de la fonction de Hamilton classique 
H(x, p) (qui est l'énergie totale) qui sert à décrire la dynamique de la particule dans le cadre 
de la mécanique classique, en remplaçant les variables classiques x,p, par les opérateurs 
&, px etc. (Cela s’appelle le principe de correspondance). 

Dans ce paragraphe nous allons donc tout d’abord faire un rappel de mécanique clas- 
sique et d’électromagnétisme classique, et établir la fonction de Hamilton H(f,ÿ) d’une 
particule classique chargée, dans un champ électromagnétique. Puis à l’aide du principe de 
correspondance, on obtiendra l’opérateur Hamiltonien À qui permet de décrire la particule 
quantique. 

Attention : dans ce chapitre, on ne décrira pas le spin de la particule (on le supposera 
figé par exemple). Nous décrirons l'interaction du spin avec le champ, seulement à la fin 
du chapitre sur le spin 1/2. 


3.2.1 Expression du Hamiltonien classique 


Soit une particule classique chargée (électron ou autre), de charge q, se déplaçant sous 
l'effet d’un champ électromagnétique. On part de la connaissance de la force de Lorentz : 
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La particule chargée subit la force : 
F=1Q (£ +TA B) 
Et son mouvement est décrit par l’équation de Newton : 
PT. = 
—=#F 3.5 
de ci 


Les champs E(?,t) et B(x,t) sont reliés aux potentiels U(#,t) et A(x,t) par les rela- 
tions : 
ne 2 0À à à 
É=-grad(U)- =,  B=rotÀ 
Dans la suite, on suppose connu quelques éléments de mécanique analytique. 


3.2.1.1 Fonction Lagrangien : 


La fonction Lagrangien est 


1 - 
LGAÙ= ELLE + qA(&,t).0 — qU(x,t) 


preuve : L'expression générale du Lagrangien est L = T — V avec T = 1/2mv? (énergie ciné- 
tique) et 

avec V(x,ÿ,t) énergie potentielle dont on recherche l'expression. Les équations de Euler- 
Lagrange sont 


or 
EL _ y OV 
où où 
L _ _ov 
OT  Ôf 
donnant . . 
me ner + & 95 — F : equation de Newton 
donc 
s__w au 
7 Où dt où 
Montrons que V = —qA.8 + qU(#) convient. En effet, Fra = —qû; (45) + qoU et Er _ 
—qÀA,;(#,t). Donc _ (32) = —-q0iAÀ; — g>; (dr, Ai) di que l’on peut écrire aussi _ (&) = 
_g À — a(s.Ÿ) À. Alors F = 9 + 4 (OU) = qv (45) qUU — à À a (5Ÿ) À = 


—qUU = go À + qÙ A (F A À). Donc F = gË + qù A B comme attendu. Remarquer que la 
fonction Lagrangien ci-dessus n’est pas l’unique fonction donnant la force de Lorentz. D 
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3.2.1.2 Impulsion généralisée : 


OL 


— 


D = —— — À 
p 55 mU + q 


3.2.1.3 Fonction de Hamilton : 


1 


Es 2 
HG,50 = (5-40) +qU(r,0 


2m 
preuve : 


Donc 
= L (5-02) + 24( 
= (ee) + PA 
et 
D Er — 1 ns 2 qg >. ea 
mL (op (re) LA (5-0 
pri à q 2m q pa q 
LC] 


3.2.1.4 Équations de mouvement classique 


La transformée de Legendre donne H(x,p) = pü — L. Or d'après ci-dessus, © = (5 — gÀ 
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im. 


Nous rappelons que les équations de mouvement de Hamilton de la particule classique 


(à(t), p{t)) sont : 


dt 0H 
dt  dÿ 
dÿ 0H 
dt Of 


Ces équations du premier ordre en temps sont équivalentes à l'équation de Newton (3.5) 


qui est du deuxième ordre. 


3.2.2 Équation de Schrôdinger et invariance de Jauge 


Comme expliqué ci-dessus, l’opérateur Hamiltonien À s'obtient à partir du Hamiltonien 
classique en substituant les variables positions et impulsions par les opérateurs différentiels 


correspondants eq(3.1). Cela donne : 
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et l’équation de Schrüdinger qui décrit l’évolution de la fonction d’onde de la particule 
chargée s’écrit toujours comme eq.(1.10) : 


ndv > 


= = y > (3.7) 


Il est un phénomène surprenant en mécanique quantique, appelé l’effet Aharonov-Bohm 
découvert en 1957, lié au fait que l’expression de H dépend des potentiels À, U et non pas 
directement des champs Ë : B.. Pour le comprendre, il nous faut d’abord étudier l’invariance 
de Jauge en mécanique classique et mécanique quantique. 


3.2.2.1 Invariance de Jauge classique 


D’après les équations de mouvement de Newton mdü/dt = F, et l’expression de F, 
nous savons que le mouvement de la particule est imposées par Ë. B et non pas directe- 
ment par À, U. Or différents champs À, U donnent les mêmes champs Ë, B. En effet, la 
Éanoi cmatoe suivante sur les champs (À, U) est appelé changement de Jauge et laisse 
les champs Ë, B invariants (et donc la trajectoire classique inchangée) : 


À — À = À + grad(x) (3.8) 
uu'=u-%x 
ot 


avec x(X,t) une fonction quelconque. 
2, = 
preuve ip gradu” — ox Jot = —gradU + 9 (gradx) /t — 9À/9t — 9 (gradx) /0t = 
et B! = roiÂ! = rotÀ + RO TR GU = = rotÀ = Ê.R 


3.2.2.2 Invariance de Jauge quantique 


L’équation de Schrôdinger est aussi invariante par ce changement de Jauge, à condition 
de faire aussi le changement suivant sur la fonction d’onde : 


ET (2) »@,0 (3.9) 


qui est un changement de la phase de la fonction d’onde différent en chaque point de 
l’espace-temps. 

preuve : 

supposons que l'équation in = Hp est vérifiée. On va montrer que ing — H'! est alors vé- 
rifiée. On calcule in = exp (igx/h) (Av — q(@x) y) et avec ÿ = —iAV, (5- gA) (exp (igx/h) d) = 

s ne L HS 

… = exp (igx/h) G a gÂ) y. Donc G 5 gA) (exp (igx/h) 4) = exp (igx/h) G = gÂ) y, et on 
déduit H'#! = exp (igx/h) (év — qa(@x) w) et donc le résultat voulu. 
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3.2.3 Effet Aharonov-Bohm 


Le changement de phase locale de la fonction d’onde lors d’un changement de Jauge 
laisse penser que contrairement à la mécanique classique, il serait possible de distinguer 
des potentiels À, U différents associés cependant aux même champs Ê, B. 


Une première réponse est non, car lors d’une mesure, on observe seulement le module 
local de la fonction d’onde et non sa phase. Un examen plus attentif, suggéré que par des 
expériences d’interférences, on peut observer des modifications de la phase de la fonction 
d’onde, comme dans l’expérience suggérée par Aharonov et Bohm. 


Dans le dispositif expérimental décrit par la figure (3.4), un faisceau cohérent d’électrons 
part de xo, puis est séparé en deux, et se recombine dans la région d’interférences x. Cela 
est similaire à l’expérience des doubles fentes de Young en optique, sauf que la région 
hachurée entourée par les faisceaux contient un champ magnétique B perpendiculaire à la 
figure. Le champ B est nul sur le trajet des faisceaux. 


Se 


à 
% 


x 
; 
4 


x 
0 


se 
co 
1000 
++ 
5 
© 
da 
5 
G 
© 
= 
[e] 
»* 


k} 
K 


Source 
d'électrons 


| Détecteur 


F1G. 3.4 - La fonction d’onde d’un électron est quasiment nulle hors des régions grisées. 
Le champ magnétique est nul hors de la zone noircie. Cependant les figures d’interférence 
observées dépendent directement du flux magnétique. 


Cependant on montre que la présence du champ B nulle en dehors d’ une petite région, 
est associé à un potentiel vecteur À qui n’est cependant pas nul à l'emplacement des trajets 
des électrons. En effet si l’on considère la boucle fermée l°, allant de 9 à x par le chemin du 
haut, et revenant par le chemin du bas, on a f, À dl = J Er rot(À) d?s = J nb ds — 


dB, où 8 est le flux (non nul) du champ B à travers la boucle L. On déduit que À est 
donc non nul sur le trajet des électrons. À cause de sa présence dans le Hamiltonien Ë | 
ce potentiel vecteur À est responsable d’une différence de phase entre les deux trajets qui 
est précisément : £ # À di = +08 (voir exercice ci-dessous). Par conséquent, l’intensité J(x) 
des figures d’interférence observées au point x, dépendent directement du flux magnétique 
® — Pas B ds. 
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On montre que l'intensité de l’onde au point x du détecteur est (cf exercice ci-dessous) : 
e 
role (i + cos (6) 


La conséquence surprenante de cette expérience, est qu’un champ magnétique B peut 
influencer le mouvement d'électrons qui ne le traversent même pas. (Mais dont la fonction 
d’onde le contourne). 

Ce phénomène d’interférences est observé dans des structures semi-conducteurs. Il per- 
met de détecter des changements de champs magnétique très faibles. 


Exercice (TD) 


1. Donner une expression possible pour À dans la région où B = 0, en fonction du flux 
magnétique 9 = f f B.ds. 

2. Considérons l’équation de Schrôüdinger pour des électrons en présence du potentiel 
vecteur À (x) et d’un potentiel V indépendants du temps (x € R*) 

(7-2) v+vu= y (3.10) 

2m 
Supposons que #° satisfasse l'équation pour À = 0. Dans une région où É = 0, 
montrer que 

6 = dep [E Aer 
To 

satisfait à l’équation de Schrôdinger (3.10). Ici l'intégrale curviligne se fait sur un 
chemin 7 partant du point x fixé et jusqu’au point x. Montrer que l'intégrale ne 
dépend pas du chemin 7 suivit tant que celui-ci se trouve dans une région où B = ©C. 

3. On note #(x) et Y2(x) l'amplitude de la fonction d’onde de l’électron au point x. On 
suppose que lorsque le flux magnétique 9 = f f B.ds est nul, on à YŸ(x) = YS(x). 
Quelle est l’expression de la probabilité de présence 1 de l’électron en x en fonction 
de 0? 

4, Ce phénomène d’interférences est observé dans des structures semi-conducteurs. Il 
permet de détecter des changements de champs magnétique très faibles. Supposons 
que la surface entourée par les chemins soit de 20m x 20um. Calculer la variation de 
champ magnétique AB que l’on peut détecter à travers ce dispositif interferométrique. 
(comparer au champ magnétique terrestre de A0uT). 


3.2.4 Interprétation géométrique de l’invariance de Jauge quan- 
tique, et autres théories de Jauges (*) 
Dans ce paragraphe, nous donnons une introduction à la description de l’électromagné- 


tisme comme étant “une théorie de Jauge”. En termes mathématiques, cela signifie que 
l’électromagnétisme s’interprête comme une connexion sur un fibré vectoriel! . 


Connection on a vector bundle” en anglais. 
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Cette interprétation a un aspect esthétique certain, mais aussi un gros avantage concep- 
tuel, car cette description se généralise aux autres forces fondamentales de la nature, comme 
la force nucléaire, la force de gravitation. Cette description à par ailleurs permis en 1973, 
l'unification de la force électromagnétique avec la force nucléaire faible, dans la théorie dite 
“théorie de Jauge électro-faible”, dont la vérification expérimentale a été faite en 1983, 
avec la découverte des bosons Z, Z4. 

De plus la description géométrique en terme de fibré vectoriel est indispensable pour 
décrire des phénomènes topologiques ; cela sera discuté dans un chapitre ultérieur. 

Nous rappelons que physiquement, nous décrivons une particule chargée quantique (dé- 
crit par une fonction d'onde +), et un champ électromagnétique classique. Nous supposons 
que ce champ influence la particule, mais que celle-ci n’influence pas le champ? 


3.2.4.1 Nécessité d’une description géométrique 


La situation décrite plus haut est insatisfaisante pour deux raisons : 


1. L'expérience de Aharonov-Bohm montre que les champs Ê, B ne suffisent pas à dé- 
crire l'effet du champs électromagnétique sur une particule quantique : il faut l’ex- 
pression des potentiels À, U. 

2. Cependant, ces potentiels À, U ne sont pas uniquement déterminés : un changement 
de choix de Jauge arbitraire ne change pas leur effet sur la particule quantique. 


Nous allons voir qu’il peut y avoir une description unique et complète du champ électroma- 
gnétique, en utilisant une description géométrique adéquate. De la même manière que les 
coordonnées polaires ou cartésiennes sont des choix différents pour décrire un point dans 
le plan, différents choix de Jauge, décrivent le même champs électromagnétique. 


3.2.4.2 Autre écriture de l’équation de Schrôdinger avec la dérivée covariante 


On peut écrire l’équation de Schrôdinger (3.7), sous la forme : 
0 _—— m7 
(-n Fe a) + (-inŸ - gÀ) = 


Soit : : 
_jfD, + (-in5) eh 


avec l’opérateur appelé dérivée covariante : 


D: { PU au 
° _— 219.4 EE 
PR (2 î nn) ;" D, =étc:: 
qui a une expression identique sur les quatre axes de l’espace-temps. 
Nous allons maintenant donner une description géométrique de la dérivée covariante 


définie ci-dessus, qui montrera la signification du changement de Jauge. 


2Voir discussion à la section 3.2.5 à propos de cette hypothèse. 
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3.2.4.3 La fonction d’onde comme une section d’un espace fibré sur l’espace- 
temps 


La fonction d'onde d(x,t) € € est une fonction qui associe une valeur complexe à 
chaque point de l’espace -temps. D’après (3.9), la phase de cette valeur complexe n’est pas 
uniquement déterminée. 

Cela nous amène à supposer que à chaque point m de l’espace-temps M, est associé 
un plan vectoriel complexe, appelé fibre F,,, identique à €, mais sans choix d’axe réel 
précisé. Cependant la norme d’un point f € F,, est définie, si bien que chaque fibre a 
une “invariance par rotation autour de l’origine” ; Aïnsi si l’on veut associer un nombre 
complexe c € € à f € F, il y a le choix arbitraire d’une phase à faire, comme voulu. 

L'ensemble de ces fibres forment un espace fibré sur l’espace-temps, où la fibre 
F pour chaque m € M est un plan complexe de dimension 1. La fonction d’onde d’une 
particule quantique est le choix continu d’un point s(m) € F,, dans chaque fibre : on dit 
que c’est une section de l’espace fibré (car la section “coupe” chaque fibre). Voir figure 
3.5. 


section 


El 
Espace-temps M X,Y,Z 


F1G. 3.5 — La fonction d’onde vue comme une section d’un espace fibré sur l’espace-temps. 
Les cercles représentent les vecteurs de norme 1. 


3.2.4.4 Le champ électromagnétique comme une connexion sur ce fibré vec- 
toriel 


Le fibré est une collection de plans complexes F,, les uns “collés” aux autres, mais 
comme nous l’avons dit il n’y à pas d’axe réel privilégié dans aucun plan, et donc pas 
d'identification privilégié entre un point d’une fibre et un point d’une fibre voisine, à priori. 

Cependant, c’est “le rôle” du champ électromagnétique que d'identifier les fibres voisines 
entre elles, de les “connecter”. Nous donnons d’abord la description géométrique de cette 
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connexion sur la figure 3.6, puis nous verrons comment l’exprimer en formules mathéma- 
tiques plus loin. 

Si m et m + Ôm sont deux points infiniment proches de l’espace temps (distants par 
un vecteur tangent “infinitésimal” noté ôm), chaque point de la fibre F,, est connecté à un 
point de la fibre F,15m . Cette connexion préserve la norme, et l’invariance par rotation 
dans chaque fibre. On suppose que cette connexion existe entre tous points voisins m et 
m + Ôm de l’espace-temps. 


Affirmation : la section s(m) et la connexion sont les seuls objets 
géométriques nécessaires pour décrire la particule quantique et le champ 
électromagnétique interagissant avec elle. 


Nous allons justifier cela dans la suite en retrouvant les expressions habituelles de 
l’électromagnétisme à partir de ces seuls objets. 


Connexion 


Fibre 
: F 
Fibre m+dm 

( ( 
Fm To lt | 

( ( 

( ( 

l ( 

( ôm [ 

d | 

m m+dm 
= 


Espace-temps M X39Z 


F1G. 3.6 — Le champ électromagnétique est représenté par une connexion qui connecte la 
fibre F, à chaque fibre voisine F,,:5m - 


3.2.4.5 Signification géométrique de la dérivée covariante D et courbure de la 
connexion 


À partir de ces deux objets géométrique voyons ce que l’on peut dire. En un point 
donné m € M de l’espace-temps, et pour un déplacement 0m donné, on peut comparer la 
section et la connexion. Plus précisément, voir comment la section s’écarte de la connexion. 
Voir figure 3.7. Cet écart est un vecteur de de la fibre F,,, et noté : 


Dims € En 
et appelé dérivée covariante de la section selon le vecteur ôm. 


$On dit alors que cette connexion a le groupe d’invariance U(1) (qui est précisément le groupe des 
transformations de € préservant la norme). 
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s(m) 


F 


_ FESSES m+dm 


connexion 


Dérivée covariante D S 
m 


section 
EE, + 
| 
| 
dm 
o- = 0 
m m+dm 
= 
Espace-temps M XYZ 


FIG. 3.7 - La dérivée covariante exprime l'écart entre la section et la connexion (ou trans- 
port parallèle) 


Par ailleurs considérons deux vecteurs tangents de l’espace temps Ôm:,ômo, et le petit 
parcourt qu'ils définissent, partant du point m. Si l’on part d’un point de la fibre f € F», 
et que l’on passe d’une fibre à une autre, au dessus de ce parcourt, en suivant la connexion, 
on revient à la fibre de départ F,,, maïs en un autre point fx*x. L'écart obtenu, appelé 
holonomie du parcourt est une phase infinitésimale 64 que l’on écrit (au premier ordre) : 


gp = 1+ LP sarône) CR) su: 


Le nombre réel F(5m:,6m)(M) est appelé courbure de la connexion au point m, selon 
les directions Ôm:, 0m. 


Remarques : 

— F(ima.ôm) = —F{6m 8m); MOntrant que F est antisymétrique (c’est un champ de 
tenseurs de rang 2 anti-symétrique, ou 2-forme). * 

— Remarquons aussi pour une généralisation future à d’autres théories de Jauge, que 
le changement de phase 04 est la seule transformation autorisée dans la fibre F,, qui 
préserve la norme. On dit que F est un générateur (élément de l’algèbre de Lie) du 
groupe U(1). 


#Rappelons qu’un tenseur contravariant de rang k est un objet géométrique en un point m de 
l’espace-temps qui s'applique sur k vecteurs tangents linéairement et renvoie un nombre. Un tenseur 
contravariant antisymétrique de rang k est aussi appelé une k-forme. 
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= 


Espace-temps M KZ 


F1G. 3.8 — La courbure F exprime la différence de phase obtenue après avoir suivit la 
connexion au-dessus d’une petite boucle de l’espace-temps. 


3.2.4.6 On retrouve les expressions habituelles de l’électromagnétisme et l’in- 
variance de Jauge 


La dérivée covariante et la courbure vient d’être décrite sur un schéma de façon précise 
mais géométrique. Pour faire des calculs, il nous faut des expression numériques, et pour 
cela il faut faire le choix de coordonnées dans chacune des fibre. 

Le choix d’une Jauge (aussi appelé trivialisation du fibré) est le choix d’un axe réel 
de référence dans chacune des fibre F,,. Ce choix est arbitraire, mais permet d’exprimer 
les objets géométriques précédents. (Comme le choix d’axes gradués sur le plan permet de 
repérer les points par des coordonnées). Dans chaque fibre F,,, le choix de Jauge revient 
à d’associer le nombre 1 à un point arbitraire (de module 1) r(m), appelé section de 
référence. 


La fonction d’onde : Par rapport à r(m), la valeur s(m) de la section est repérée par 
le nombre complexe #Y(m) € € en s’écrivant :s(m) = Y(m)r(m). La section s est donc 
repérée par la fonction d’onde complexe #(m). 


Le potentiel électromagnétique À : En un point donné m € M, et pour un vecteur 
tangent 0m donné, l’écart que fait la section de référence r avec la connexion s’exprime 
par la dérivée covariante (Dr) (m) € F. Cet écart est une phase infinitésimale car r(m) 
est de module 1, et que la connexion conserve la norme. Cet écart s'exprime donc comme 


(DsmtT) (M) = À A 5m 7 (M) 


Où A5m est un nombre réel (i.e. À est un tenseur de rang 1, ou 1-forme). Voir figure 3.9. 
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Reference r 


1AT 


connexion 


Espace-temps M X,3,2 


F1G. 3.9 — Le potentiel électromagnétique À exprime comment la section de référence 7 
s’écarte du transport parallèle (ou connexion). 


La dérivée covariante : L’écart de la section s par rapport à la section de référence, 
selon la direction 0m est ds5m = (d#),, r. Noter que cet écart dépend du choix de r et 
n’a donc pas de signification physique. Mais en utilisant cet section de référence, la dérivée 
covariante se décompose en deux termes, d’après la figure 3.10° : 


Dim s —= ((dD) sn + LA Gr Y(m)) r 


Chacun de ces deux termes dépend du choïx de r mais la somme n’en dépend pas. 

Ainsi en prenant pour Ôm tour à tour les quatre vecteurs tangents Ôm = Ôx, dy, 02, Ôt, 
la dérivée covariante s'écrit D5,s = (D,%) r avec la dérivée covariante de la fonction d’onde 
déjà introduite plus haut : 


Ô Àz 
Da = (és + ide 0) = (D — ie) à 


( de même pour D,, D,, D,) à condition de poser : 


ie 


qA 
= ; Ày = — + A; = — ME 
5Cette relation s'écrit aussi D (gr) = (db) r +% D(r), s'appelle la règle de Leïbnitz et sert de définition 


à la dérivée covariante dans les ouvrages de géométrie. 
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LE 


ER CR __| Reference wr 


De yD,,t=yiAr 
5 connexion 
| D,,s=dur + vD r 
Fibre | section 
Fe , 
( 
1 
( 
dm 
L == 0 
m m+dm 
= 
X,Y,Z 


Espace-temps M 


F1G. 3.10 — Décomposition de la dérivée covariante, en utilisant la section de référence #,, r 
(ici # est une constante). 


Le tenseur électromagnétique et la courbure F : (*) On peut montrer que la 
courbure F s’identifie avec le tenseur électromagnétique F de l’électromagnétisme. 
Cela vient du fait que par construction, F = dA.@Q@ 


Effet d’un changement de Jauge : Si on change de choix de r(m) par r'(m) = 
eiax(m)/ Rr(m) (par une phase car r’ est aussi de module 1), alors comme par définition, 
s(m) = Y(m)r(m) = Y'(m)r'(m) la valeur de d'(m) est changée par une phase, comme sur 
la relation (3.9). 
De même la valeur de À va changer selon les formules de transformation de Jauge (3.8). 
preuve : car 145,7! = (Dsmr') = (D5me"2%/ Rr(m)) — ensuite on utilise la rêgle de 
Leibnitz évoquée plus haut. .. = —ige "X/Max sn fhr+e RD nr(m) = (—iqdX 5m / À + 1 A5m) 7. 
Donc 4%, = A5m +4d4X5m/h, donnant 4°, = À; — a. etc. @@problème de signe à trouver. 


Résumé 

— En théorie de Jauge de l’électromagnétisme, la particule quantique est une section 
d’un fibré vectoriel sur l’espace-temps. 

— Le champ électromagnétique est en fait décrit par une connexion de ce fibré. La 
courbure du fibré exprime la présence de champs électrique et magnétique (c’est le 
tenseur F,,). 

— L’équation d'évolution de Schrôdinger fait intervenir la dérivée covariante qui exprime 
l’écart que fait la section avec la connexion du fibré. 
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— Un choix de Jauge est le choix d’un repère dans chacune des fibres, et permet d’obtenir 
des expressions en terme de fonction numériques (et champs de tenseur). Mais ces 
expressions dépendent du choix fait. 


3.2.4.7 Généralisation : Théories de Jauge de Yang-Mills 


Il se trouve que qu’il est facile de généraliser la description précédente en considérant 
d’autres espace fibrés vectoriels possibles. Cette simple généralisation permet de décrire les 
autres théories de Jauges de la nature que sont la force électro-faible (électromagnétique 
et nucléaire faible) et la force nucléaire forte, aussi appelée théorie de la Chromo- 
Dynamique. 

La force électro-faible nécessite la notion de Champs de Higgs, et la brisure spontanée 
de symétrie. Pour simplifier, nous esquisserons ici seulement la Chromo-Dynamique. 

Cette théorie permet de décrire les quarks (qui sont les particules quantiques; leur 
fonction d’onde sera la section d’un fibré) qui subissent l’effet d’un champ de Jauge qui est 
le champ de gluons (ce sera la connexion du fibré). Tous ces objets là se trouvent dans 
les noyaux nucléaires, et forment l’essentiel de celui-ci. 

La différence essentielle est que chaque fibre F,, est maintenant un espace de dimension 
complexe 3. Ainsi chaque fibre est isomorphe à C* , mais il n’y a pas de repère privilégié, 
et donc une invariance par les rotations dans €? qui sont représentées justement par le 
groupe SU(3). 

On peut reprendre la description précédente, et voici les modifications majeures : 

— Une section du fibré est une fonction d’onde de quarks. Par rapport à un repère 
de référence (choix de Jauge) cette section est représentée par 3 fonctions d’ondes 
(Drouge> VVert; VBteu) appelées les trois couleurs des quarks. (Bien sur un autre 
choix de Jauge mélange ces couleurs, qui sont donc arbitraires. Chaque fibre de 
dimension 3 est appelée “espace des couleurs”). 

— La courbure de la connexion est une rotation infinitésimale dans la fibre F,, de 
dimension 3; par conséquent cette courbure est un générateur du groupe SU(3). 
Comme ce groupe est de dimension 8 cela signifie que la courbure est un champ à 8 
composantes. Ce sont les 8 champs de gluons possibles.f 

— L’équation de Schrôdinger s’écrira de la même manière, en faisant intervenir la dérivée 
covariante. 

En fait, pour que la Chromo-dynamique ait une utilité par rapport à l’expérience, il est 
nécessaire d'apporter deux améliorations par rapport à la description donnée ici : 


1. Considérer la version relativiste (en effet les quarks sont “légers” (5 MeV) et tou- 
jours en régime ultra-relativiste dans le noyaux nucléaire : par exemple l’essentiel 
de la masse du proton et du neutron (934 MeV) provient de l'énergie cinétique des 
quarks et gluons. Notre masse est donc faite d’énergie cinétique en quasi-totalité, qui 
se manifeste par une masse d’après E = mc? ). 


SExercice : Plus généralement, montrer que le groupe SU(n) est de dimension n? — 1. Aide : montrer 
que les générateurs de ce groupe (ï.e. l’algèbre de Lie) sont des matrices hermitique de trace nulle, et par 
conséquent compter la dimension des matrices hermitique de trace nulle. 
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2. Les quarks influences les gluons, et il est donc important de quantifier le champ de 
gluons (d’après une remarque de la section suivante). Cela consiste à quantifier la 
connexion...ce qui n’est pas chose aisée. De nombreux physiciens et mathématiciens 
cherchent encore une formulation élégante et géométrique de cela. 


3.2.5 Remarque importante sur la nécessité d’une théorie quan- 
tique du champ électromagnétique 


Le Hamiltonien précédent (3.6) décrit la dynamique d’une particule quantique sous 
l’influence d’un champ électromagnétique classique dit extérieur. Il est très important de 
comprendre qu’il n’est pas possible de décrive l’action inverse 1.e. l'influence de la particule 
quantique sur le champ classique, bien que cette influence réciproque est bien présente 
dans la nature. Nous allons montrer que pour le faire il est nécessaire de considérer le 
champ électromagnétique comme quantique. 

Ceci est très général : on peut parfaitement avoir un modèle physique cohérent décrivant 
l'influence d’un sous système classique sur un sous-système quantique, maïs pas l’inverse. 
On peut bien sûr avoir un modèle cohérent décrivant l’interaction entre deux système 
classiques (par exemple l’électrodynamique classique, qui décrit un champ classique avec 
des particules chargées classiques), ou entre deux systèmes quantiques. 

L'exemple suivant explique simplement pourquoi. 

En électrodynamique classique, un électron accéléré émet une onde électromagnétique 
(rayonnement), issue du lieu x où l’électron est présent. 

Si maintenant, cet électron est une fonction d’onde quantique localisée en x, (toujours 
accéléré) notée |x1 > on s’attend à ce qu’il émette une onde électromagnétique issue de 
x, notée lemi >, le résultat serait alors 1 > @lem: >. De même si l’électron est en 
It >, on obtient |[x2 > @lem2 >. Mais la mécanique quantique de l’électron permet un 
état superposé comme |Ÿ >= |x1 > +]x2 >, (où l'onde de l’électron est dé-localisée) et qui 
d’après le principe de superposition, devrait donner : 


letat final >= |x1 > @lenu > +|12 > @lemo > 


c’est à dire une superposition de deux ondes électromagnétique, ce qui ne rentre par dans 
le cadre de l’électromagnétisme classique, mais nécessite bien une description quantique. 
Cela est relié à une importante problématique qui date depuis les année 1920 et encore 
actuelle qui est de rechercher la théorie quantique de la gravitation. C’est la même 
situation que précédente, avec le champ de gravitation remplaçant le champ électromagné- 
tique. En effet la théorie d’Einstein de la relativité générale est une théorie classique, qui 
décrit la dynamique du champ de gravitation classique (plus précisément le champ mé- 
trique de l’espace-temps). Dans cette théorie classique, le champ de gravitation influence 
la matière et inversement la matière influence le champ de gravitation. Mais la théorie 
quantique apparue dans les même années, décrit la matière comme quantique. Puisque 
celle-ci influence le champ de gravitation, il faut donc selon cette analyse (peut être trop 
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Champ 
rayonné 


Particule |x> x? 


FIG. 3.11 - Schéma montrant l’état [etat final >= |x1 > @lemi > +|x2 > @leme >. 


naïve), une théorie quantique de la gravitation. La recherche d’une telle théorie est tou- 
jours d’actualité. Les efforts les plus actifs en ce moments concernent la “M-théorie”. Ref : 
http://www.damtp.cam.ac.uk/user/gr/public/qg_ss.html. 


3.2.6 Cas d’un champ magnétique uniforme 


ref : Bransden [BC89] p538. 

Supposons un Champ magnétique uniforme constant B. @@ 

— @@TD : niveaux de Landau avec la Jauge symétrique (préférable). 

— TD Effet Zeeman, Starck, cf Ballentine p212, 224. Termes diamagnétique par Jauge 
de Poincaré. cf Littlejohn. 

— @Q@Equation relativiste K.G. et limite non relativiste. 


3.3 Conseils de Lecture 


Sur l’invariance de Jauge : Cohen-Tannoudji [CBF|, complément Hrr. 
Niveaux de Landau : Cohen-Tannoudji [CBF|, complément Er. 
— Effet Aharanov-Bohm : Sakuraï [J.J85|, chapitre 2.6. 


Pour approfondir : 
— L'aspect géométrique de l’électromagnétisme et des théorie de Jauge : 
— Nakahara [Nak|. 


3.4 Correction des exercices 


Exercice 21 page 106 on a # — R!%' et la valeur de la fonction d’onde n’est pas 
changée lors de la rotation : #'(4”) = #(x), donc : 


d'(r) = (RTE) (3.11) 


3.4. CORRECTION DES EXERCICES 123 


(situation semblable au cas de la translation, figure (2.1)). 

On peut obtenir le même résultat avec la notation d'opérateurs : d'(7’) =< x'}R|d >=< 
RYa' lb >=< Ré >= Y(R x"), où on a utilisé le fait que l’opérateur rotation est 
unitaire. 
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Chapitre 4 


Particule de spin 1/2 


Dans ce chapitre nous montrons comment décrire les degrés de liberté interne d’une 
particule formés par son spin (moment angulaire intrinsèque). 

Jusqu'à présent, l’état quantique d’une particule est décrite par sa fonction d’onde |Ÿ >. 
Celle ci est vue comme un vecteur de l’espace de Hilbert # (qui est de dimension infinie). 

Pour certaines particules (électron, neutron, protons... .voir plus loin) l'expérience montre 
qu’elles possèdent un moment cinétique intrinsèque 5, appelé spin, et qu’il y a seule- 
ment deux états de spin distincts. “to spin” signifie “tourner sur soi-même”. Nous verrons 
que c’est l’image que l’on peut se faire d’un électron. La direction du spin est la direction 
de l’axe rotation. 

Dans l’expérience de Stern-Gerlach un faisceau de particules traverse un champ ma- 
gnétique non homogène. Le champ magnétique interagit avec le moment cinétique $ de 
chaque particule, et par conséquent la trajectoire de chaque particule est défléchie selon 
la valeur de son moment cinétique intrinsèque 3. On observe deux trajectoires distinctes 
à la sortie du dispositif, correspondant à deux états de spin orientés parallèlement (ou 
anti-parallèlement) à l’axe z , que l’on notera respectivement |+, >, [—, >. 


AZ 
| 
: +, > 
Faisceau 
DR 


FIG. 4.1 - Dispositif de Stern-Gerlach séparant les états de spin [+, > ou |—, > de la 
particule. 
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Le détail sur l’interaction du spin avec le champ magnétique sera présenté dans la 
section 4.9. 


4.1 L’espace des états de spin 


Dans cette section, on part de deux principes à priori : 


1. Tout d’abord le principe suggéré par l'expérience (et le formalisme quantique, auto- 
risant les superpositions d'états) que l’état de spin |s > de la particule est décrit par 
un vecteur dans un espace noté Hsnin qui est de dimension deux, engendré par les 
deux états orthogonaur |[+, >,|—, >. Ces deux états correspondent à des spins hauts 
et bas parallèles à l’axe z. Autrement dit un état de spin général est de la forme : 


[s>=al+, > +bl-,>, abecC 


2. Le deuxième principe est qu’il n’y a pas de direction privilégiée (dans l’univers). 
Le problème dans l'écriture de l’état |s > ci-dessus, est que l’axe z semble jouer un 
rôle privilégié. Il nous faut maintenant comprendre comment donner une description 
d’un état de spin sans faire référence à une direction privilégiée. 


Remarques : 

— Une autre question qui se pose est que les états |[+, >,|—, >correspondent à une 
direction du moment cinétique particulière dans l’espace (haut et bas). Est-ce qu’il 
en est de même pour l’état général |s > ? A quelle direction $ correspond t-il? On 
répondra à cette question dans la section 4.4. 

— La description quantique du spin est plus simple que la description de la fonction 
d'onde car l’espace de Hilbert est ici de dimension 2 seulement. Par contre, l’inter- 
prétation géométrique de cet espace est assez délicate, nous allons donc le faire de 
façon progressive. 

— Remarquer très importante : lorsqu'il s’agit du spin 1/2 il est question de deux espaces 
qui entrent en jeux et qu’il ne faut pas confondre : l’espace quantique du spin Hspin 
définit plus haut qui est un espace vectoriel complexe de dimension deux, et l’espace 
ordinaire R° qui est un espace réel de dimension 3 avec les variables de position 
(rm) 

La première observation est que dans l’espace ordinaire, les états |+, >, |—, > 
forment un angle de 180° entre eux, alors que dans l’espace de spin Hspin, ils sont 
orthogonaux, et forment donc un angle de 90°. Imaginons un états de spin |s9 > 
intermédiaire, qui dans l’espace ordinaire, est l’état |+, > tourné de l’angle 0 autour 
de l’axe y. Aïnsi |59-0 >= |+, > et |89-x >= |[—, >. Par conséquent dans l’espace 


de spin : 
0 . [0 
|Se >= cos ; [+ > +sin |, > (4.1) 


décrit un état de spin quelconque dans le plan (x, 2). Cela est clair sur la figure 4.2. 
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Espace ordinaire: R3 Espace de Spin : C2 


FIG. 4.2 - Pour un spin dans le plan (x,z), l'espace ordinaire et l’espace de spin sont 
directement reliés. 


4.2 Rotation de 27 et 47 d’un spin 


L'état |sy > que nous venons de construire s’obtient par l’action d’une rotation d’un 
angle 0 autour de l’axe y. On note Fe (8) l'opérateur unitaire qui effectue cette opération 
et donc : | 

F7 >= R,(0)|+; > 


On observe sur la figure (4.2), que une rotation de (27) change le signe du vecteur dans 
l’espace de spin : 
R,(27)|+, >= -|+, > 


Seulement une rotation de (4r) ramène l’état de spin à son état initial : 
R(An)+: >= + > 


Ce signe (—) est assez surprenant. On peut penser au premier abord qu’il est non détectable 
car une mesure détecte des probabilités, le module des amplitudes, et non pas les phases. 
Mais on peut imaginer de séparer le faisceau en deux et de détecter les phases par un 
phénomène d’interférences, comme sur la figure (4.3). Une interprétation géométrique est 
de dire que l’espace de spin est un double recouvrement de l’espace des directions de 
l’espace ordinaire. Ainsi une rotation de 27 ne suffit pas à obtenir l’état initial, il faut 47. 
Voir plus loin une discussion plus précise. Voir figure (4.4). 


4.3 Générateurs des rotations et matrices de rotation 


4.3.1 Rotation autour de l’axe y 


Les opérateurs de rotation k, (8) autour de l’axe y forment un groupe à un paramètre 
0 d’après les 3 critères (4.2) : 
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Spin Flipper 


1 04 


Amplitude nulle détectée 


F1G. 4.3 - Le spin-flipper effectue une rotation de 360° à la direction du spin. Par conséquent 
à la sortie l’état est —|+, >, et au lieu d’interférence, l’amplitude est |+, > —|+, >= 0. 


FIG. 4.4 — Schéma du double recouvrement. 


R, (6) À, (62) _ À, (8 + @) : loi de composition (4.2) 
R,(0) =1d  : élément neutre 
< = 2 
(À, (6) = À,(—0) : inverse (4.4) 


et l’on peut considérer le générateur correspondant à ces rotations que l’on notera ce 
définit comme pour eq(2.6), par : 
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Propriété k 
Dans la base (+, >, l'opérateur S, est représenté par la matrice : 


& = R\ [0 -i ñ 
Sy — (base |£,>) 2 ; o = 7 


: matrice de Pauli 


et les valeurs propres de l’opérateur 6, sont (+h/2). 


preuve : Dans la base |+, >, les équations (??,4.5) donnent 
—Lsin0/2 \ _ —i$, { cos0/2 Ve 
2cos0/2 JR sin0/2 ]”? 


d’où le résultat recherché pour la matrice de ce Ensuite il suffit de diagonaliser cette matrice. Les 
valeurs propres sont les racines du polynôme caractéristique P(X) = det($, — Ad) = X2—(ñ/2)?, 


donc À = +h/2 


4.3.2 Rotation autour de l’axe 2 


On recherche maintenant le générateur £, des rotations autour de l’axe z. 

Comme pour $,, ses valeurs propres sont (+h/2) (car il n’y a pas de direction privi- 
légiée), et les vecteurs propres sont |E, > car ils sont situés sur l’axe de rotation qui est 
fixe. Donc : 


et comme ci-dessus : 


R, (0) = exp (Èe) 


4.3.3 Rotation autour de l’axe x 


Il nous reste à trouver S,. 
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Propriété : 


h\fo1i\ à 
2 1 0 T 99% 


: matrice de Pauli 


preuve : 
Pour trouver $,, une astuce est d'observer (figure 4.5) que si [so >= R;(0)|+2 >, alors : 


dise> _ f—iê d|se> 
Or dd — () |s9 > et 40 


Z 
RE) _\ RO 
ANT 
ÈS pee T7 y 
Ne 


FIG. 4.5 - Cette figure montre que |s9 >= R;(0)|+, >= À,(-2)À, (6)|+, >. (Mais atten- 
tion À: (0) £ R;(—-Z)R, (0), à vérifier sur l’état |[+, >). 


L'identification pour tout @ donne : 


Or 
ke ST —i$,(—+/2) eiT/4 0 
RAT) = exp (Es (5 


donnant le résultat recherché. 
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Remarques : 

— Les vecteurs propres respectifs des opérateurs Se Le 6, correspondent à des états de 
spins respect. parallèles aux axes x, y, 2 car ils qui sont invariants par ces rotations. 

— Les opérateurs autoadjoints £,, 6,, 6, sont interprétés ici comme des générateurs des 
opérateurs unitaires de rotation À, (6), À, (0), RÀ;(0). Comme remarqué page (66), une 
autre interprétation est que ce sont des observables lors d’une opération de mesure. 
Par exemple dans l’expérience de Stern-Gerlach ci-dessus, à cause de l’orientation 
particulière du dispositif, la mesure est associée à l’observable é,. Il y a donc deux 
résultats possibles de la mesure que sont les états |+, > ou |—, >. Voir TD. 


Exercice : expression d’un état de spin {59,4 > général Un état de spin |s9, > 
associé à la direction (4,4) en coordonnées sphériques est obtenu par 


80 >= Re (g) h, (8)1+, > 
Montrer que : | | 
se, >= € 12 cos (0/2) |+, > +e*/? sin (8/2)|-—, > 
Exercice : l’opérateur $2 On considère l’opérateur 
S° = SÈ + 85 + 67 


Montrer que dans l’espace Hspin Cet opérateur est multiple de l'identité : 


» h\°3 
S2=(—-] -Id 
G) 

Remarque (*) : On peut obtenir le résultat $2 x Id par des arguments de symétrie 
(c’est le “lemme de Schur”, voir plus loin) : (1) l’opérateur $? est invariant par rotation, et 
donc si S?|# >= AY > est vecteur propre et [Y' >= R]y >, alors S?|[d' >= S2R|Y >= 
RS? >= ÀAlg' >. Or tout vecteur de Hsyin s'obtient de cette façon. 


Exercice : états de base des opérateurs CC Appelons [+4 >,|—; >, les 


vecteurs propres de $, de valeurs propres respectives (+h/2,—h/2), et de même pour 
D 0e 
Exprimer ces vecteurs dans la base |+, >. (Utiliser l’appendice ??). 


4.4 Représentation de l’état de spin sur la sphère de 
Bloch 


La figure (4.2) montre la relation entre l’espace ordinaire R° et l’espace de spin lorsque 
le spin est dans le plan (x, z). Il y a une relation générale, pour n’importe qu’elle direction 
du spin que voici. 
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Supposons donné un état de spin quelconque : 


On définit alors le vecteur # € R° par les valeurs moyennes de l’observable $ dans l’état 
EE 


3= (5) (4.7) 


c’est à dire : k 
on <s|Sz|s> 
FT <s|s> 
es __ <s|$Syls> 
CLS Sy <s|s> 
__— <s|S,|s> 
- <s|s> 


Propriété : Le vecteur 3 de l’espace ordinaire, en coordonnées sphériques 3 = (0, w,||5l), 
est relié aux composantes (a,b) de l’état |s) dans l’espace de Spin par : 


2 ñ 
I = à 
2=7 = ca(i)evec: sibÆ0 


L'interprétation graphique de cette relation est que z = a/b est la projection stéréo- 
graphique du vecteur 3, voir figure (4.6). 

Il y a donc une relation bijective entre la direction du vecteur 5, et l’état quantique 
normalisé |s > (à une phase près). 


Sphère de la direction du spin 
(rayon 1/2) 


Plan complexe z=a/b 


F1G. 4.6 — Projection stéréographique relie le vecteur 5 = (s ) et les composantes (a, b) de 


l’état quantique |s >= a]+, > +b|—, >. 
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Remarques : La norme ||#|| = À trouvée est attendue. La direction (4,4) du vecteur 5, 
ne dépend que du quotient z = a/b € C. Cela est attendu, car en général, le résultat des 
valeurs moyenne ne change pas si on multiplie le vecteur par une constante complexe, donc 
[8 >= (a/b)[+, > +|-, >E€ Hipin donne le même résultat |s). 

preuve : (TD) On pourrait calculer brutalement les valeurs moyennes ( 5 ): mais ce n’est pas 
nécessaire : on vérifie d’abord dans le cas & = 0, lorsque 3 est dans le plan (x,2). Cela correspond 
à la figure (4.2). On obtient alors z = cotg(0/2) sans calcul, en se référant à la figure (). 


Z À 


Espace de spin Espace réel 


F1G. 4.7 - Figure montrant que z = cotg(0/2) pour la projection stéréographique. 


Ensuite on obtient le cas général, en effectuant une rotation autour de l’axe z grâce à l’opéra- 
teur À, (+). 


L'espace projectif CP! = P(C?) (*) L’association d’une sphère (ici sphère des vecteurs 
5) à partir d’un espace vectoriel de dimension deux (ici Hspin) est générale et ne se limite pas 
au cas du spin. Voici la construction générale dans le langage de la mécanique quantique. 
Soit H un espace vectoriel (espace de Hilbert quantique) de dimension n. En terme 
de mesure, il est impossible de distinguer le vecteur | > du vecteur [d' >= AY > 
pour tout À € C. Pour cette raison, on appelle rayon quantique l’ensemble des vecteurs 
proportionnels entre eux. Ainsi le rayon quantique de |d > , noté [Ÿ|, est : 


Lb] = {|Y" >, tels que REC, |! >= Ag >}. 


L'ensemble des rayons est appelé l’espace projectif de #, et est noté P(H). 

Par construction, un rayon est une famille à une dimension complexe (obtenu en faisant 
varier À € C), et l’ensemble des rayons est donc un espace de dimension complexe n — 1, 
donc de dimension réelle 2(n — 1), aussi noté CPU), 

Si H = C? est un espace à deux états, (comme le spin), le paragraphe précédent a 
montré que l’espace projectif est une sphère. C’est à dire CP! = P(C) = S?. Dans un 
problème à deux états, il est souvent commode de représenter l’évolution quantique sur 
cette sphère, aussi appelée sphère de Riemann ou sphère de Bloch. 
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4.5 Groupe SU(2) de rotation du spin, et relations de 
commutation 


4.5.1 Non commutativité du groupe et relations de commutation 


Si on considère deux rotations différentes autour d’axes différents, par exemple Ry(a) 
et À,(B), alors en général le résultat de la combinaison de ces deux rotations dépend de 
l’ordre avec lequel on les fait : 


Ra) R(8) # À,(8) Rs(a) 


Cela est évident sur l’exemple de la figure 4.8. On dit que les deux opérateurs ne commutent 
pas car | R;(a), R,(B)| = Ri(a)R,(B) — R,(8) Ra(a) # 0. 


F1G. 4.8 — Cet exemple montre que les deux rotations suivantes ne commutent pas : FR; = 
R(5)Ry(S) f R: = RG) Rx) 


Nous allons maïntenant une relation importante qui montre que la non commutativité 
de ces rotations est liée à la non commutativité de leur générateurs. 

Remarquer que R,(B)R;(a) À R(a)R,(8) & R'(B)R;" (a)R,(B)R;(a) £ Id. On va 
donc calculer R,"R;"R,R,. Voir figure 4.9. 


—] 
X 
—] 


Ry 


Résultat Lt 
R 


X 


FiG. 4.9 - Non commutativité : R"R;R,R; =# Id 


On pose pour simplifier : A = —i$,a/h, B = —i8,8/f, et supposons que les angles de 
rotation sont très petits &, Ê & 1. 
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On a alors 


A 


. 1 
Rs (a) = exp (-i$a/x) = exp (A) #1+ A + A? + o(a?) 


et de même pour À, (5). 


Alors 
1,» Lis 
RyRz = Pre? 1+4+54 
1 1 
=1+A+B+BA+SA +R +... 
_1p-1 1 2 1 2 
R, R; DR UE no” Rise 
donc 


R R Riel BA AB .:=LEIB A|E:: 


sp _ ÉEA + o(o, 5°, ap) 


Cette dernière relation importante montre une signification des relations de commuta- 
tion en mécanique quantique : si les générateurs commutent, alors les éléments du groupe 
commutent, et réciproquement. (C’est dans le cadre de l'interprétation des opérateurs 
auto-adjoints comme générateurs). 

Il est donc important de calculer les commutateurs entre les générateurs. On trouve : 


preuve : le calcul se fait avec les matrices par exemple. 8 y 897 = (ë) ( - ; ) ( : à }- 


ñ 2 0 —; 0 1 __ ff 2. 1 0 nn , : ; D rates 
(2) ( i 0 ) ( Loue (2) 2i DRE ihS,. Comme il n’y a pas d’axe privilégié, le 
résultat est identique en permutant les axes. 
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=: “ .aB à 
Ry (OMR (o)R,(B)Re(a) = Id +, + o(o, 5, a8) = R, (af) +o(d°, 8”, af) 
qui s’interprête en disant que au premier ordre, la suite des opérations (infinitésimales) 
Ry"(B)R;"(a)R,(B)R;(@) est équivalent à une rotation infinitésimale d’un angle (—-af) 
autour de l’axe z. 

Noter que nous avons établi ces résultats pour la rotation d’un spin quantique, mais 


qu'ils sont valables aussi pour la rotation d’un objet solide en mécanique classique. 


4.5.2 Rotation autour d’un axe & quelconque 


Nous avons définit au dessus les opérateurs de rotation du spin et les générateurs autour 
des axes x,y,2. Plus généralement, soit à € R un vecteur de unitaire (i.e de longueur 1) 
dans une direction quelconque. 

On pose : 


(.d) (4.9) 


et 


Ê (a) = exp (à) (4.10) 


Ê (æ) est l'opérateur de rotation du spin d’un angle à autour de l’axe ü, et $; 
est le générateur de cette rotation. 

(Remarquer que l’expression de R, (8) ci-dessus est un cas particulier de cette formule 
avec à = (0,0, 1) pointant vers l’axe z; et de même pour les opérateurs ke (8) et k, (8)). 


4.5.3 Algèbre de Lie des rotations 


Pour mieux comprendre ce qui précède, observer que les relations de commutation ci- 
dessus (4.8), montrent que les trois générateurs (8, D y $.) ne commutent pas, mais leur 


commutateur est encore un de ces trois opérateurs. Comme défini page 74, cela signifie que 
ces trois opérateurs forment une base d’une algèbre de Lie de dimension 3, appelée algèbre 
de Lie des rotations, notée R, formée par les combinaisons linéaires de la forme : 


Éx = Use + UnSy+ US, =ÛÜS ER, Ù=(U,,U,U.) € R 
t (4.8) nous assure que | 85. 


| er. 


Exercice 22 montrer que pour Ü : Ve KR, 
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4.5.4 Groupe de Lie des rotations 


En posant : 
D'= au, = UE ü unitaire 


on peut écrire 
À; = EXP (-50) = EXP (-use) = À (a) 


qui est une rotation d’un angle à autour de l’axe à. 

On a mentionné page 85, un résultat général que en prenant l’exponentielle des éléments 
d’une algèbre de Lie d’opérateurs, on obtient un groupe de Lie. Aïnsi, ici, les opérateurs de 
rotation R (œ) (pour différentes valeurs de à, @) forment un groupe de Lie de dimension 
3, noté À : 


k Ro —= ka : loi de composition interne 
R (0) = Id : élément neutre 


(Ra (a)) ee Ra (a): rotation inverse 

(la première relation signifie la chose non triviale que la composition successive de deux 
rotation est à nouveau une certaine rotation). 

Pour spécifier la rotation R; (a), il faut trois paramètres : la direction (0, w) de l’axe 
ü, et l’angle de rotation à, ou encore Ü = a € R. Pour cela on dit que c’est un groupe 
à trois paramètres continus, ou un groupe de Lie de dimension trois. 


4.5.5 Représentation des opérateurs de rotation dans une base : 
groupe des matrices SU(2) 


Nous allons montrer que le groupe de rotation du spin 1/2 est identique à un groupe 
de matrices appelé groupe SU(2). 

Considérons un opérateur de rotation de spin 1/2, de la forme (4.10). Dans la base 
(|+2), |—2)), cet opérateur unitaire est représenté par une matrice unitaire 2 x 2 : 


+R) (HR- 
Maty ( H) GAD) 
(—IRI-) (—IR|-) 
C’est une matrice complexe 2 x 2 de déterminant un, et unitaire. 
De telles matrices, forment un groupe appelé le groupe Spécial Unitaire SU(2) : 


SU(2) = {M € Mat: (C) / det(M) =1, M*= M} 


(on vérifie facilement que cet ensemble forme un groupe avec la multiplication de matrices). 
Inversement, à une matrice M € SU(2), on associe un opérateur de rotation de spin R 
par la même relation ci-dessus (voir preuve ci-dessous). 
Ainsi le groupe des rotation du spin 1/2 exprimé dans une base o.n. s’identifie au groupe 
de matrices SU(2). 
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Exercice 23 Rotation du spin et groupe SU(2) 


1. Montrer qu’un générateur des rotations du spin 1/2 (i.e. élément de l’algèbre de Lie 
Rian) $, avec Ü € KR, s'exprime dans une base o.n. par une matrice hermitienne 
2x2 de trace nulle. Montrer inversement qu'une matrice hermitienne 2 x 2 de trace 
nulle détermine un générateur 3. 


2. Montrer que l’ensemble des matrices hermitienne 2 x 2 de trace nulle forme l'algèbre 
de Lie su(2) du groupe SU(2) défini ci-dessus. Montrer que les matrices de Pauli 
Ox> Oy> 04 forment une base de cette algèbre su(2). 


3. Grâce à l’application exponentielle, déduire que le groupe des rotations du spin 1/2, 
Rspin, etprimé dans une base o.n., s’identifie au groupe SU(2) des matrices. 


4.6 Espace quantique total d’une particule à 3 dimen- 
sions avec spin 1/2 


L'espace de Hilbert de la fonction d’onde, décrivant l’état spatial de la particule est : 
Hespace = L° (K) 
L'espace de Hilbert du spin, décrivant l’état de spin est lui de dimension 2 : 
Hspin = © 


Alors l’espace de Hilbert total est le produit tensoriel : 


Hiot "ui Hespace © His 


4.6.1 Remarques 


— Pourquoi le produit tensoriel ? tout simplement, car il est possible d'envisager que la 
particule soit dans un état quantique comme 


Has Es => (4.11) 


(avec des amplitudes a, b € C), qui traduit un état où la position x est corrélée avec 
l’état de spin. C’est exactement le cas à la sortie de l’appareil de Stern-Gerlach, figure 
(4.1), où |x1 > est un état situé dans le faisceau supérieur, et [t2 > un état situé 
dans le faisceau inférieur. 

— Comme décrit page 106, le produit tensoriel d’espace de Hilbert permet l’existence 
d'état corrélés qui sont surprenants pour le sens commun. C’est le cas de l’état eq(??), 
ou l’état de spin est corrélé avec la position de la particule. Si on observe la particule 
en x, elle aura le spin |[+, >. Si on l’observe en #2, elle aura le spin |—, >. (Voir 
TD). 


4.7. AUTRES DEGRÉS DE LIBERTÉ INTERNES 139 


4.6.2 Une base de #H,4 et champ spinoriels 


Les états |[f >,T € R°, forment la base (continue) de position de l’espace H spatial: 

De même les deux états | +, > forment une base de l’espace de spin Hspin- 

D’après la définition du produit tensoriel, voir (??), une base de l’espace Hi = Hespace D 
Hspin est formée par |?,+ >= |T > @|+, > et [T,— >= [|T > @|-, > avec le paramètre 
continu & € R°. Autrement dit un état général de la particule [y >€ #44 est caractérisé 
par ses composantes complexes : 


d+(T) = 3, +|Ÿ > 
d_(T) ss T, —|Ÿ > 


qui forme donc une fonction d’onde sur l’espace à deux composantes complexes. Cela 
s’appelle un champ vectoriel à valeur dans C? ou plus précisément un champ spinoriel. 
C’est l’analogue du champ électrique E (#) qui lui est une fonction à trois composantes 
réelles. 

Noter que les deux composantes #,(#),w_(#) dépendent du choix de la base |E, >, et 
dépendent donc du choix de l’axe 2. Pour éviter de choisir une base particulière, on peut 
dire que |Ÿ > est une fonction d’onde à valeur dans Hspin- 


Exercice 24 action d’une rotation 

Pour une particule avec spin, décrite par la fonction d’onde à deux composantes V4() = 
&, El, >, donner l'expression de la fonction d’onde de la même particule dans un repère 
x" obtenu par une rotation à = RT ? 


4.7 Autres degrés de liberté internes 


On dit que le spin est un degré de liberté interne de la particule, contrairement au 
degrés de libertés externes que sont x,y, z. L'espace de Hilbert qui le décrit est Hspin; 
est un espace autre que celui des fonctions d’ondes spatiales Hespace — L?(R*). L'espace 
total est le produit tensoriel Hit = Hespace © Hspin- 

Cependant ces deux espaces ne sont pas indépendants l’un de l’autre, puisque une 
transformation de l’espace comme une rotation, agit aussi sur l’espace du spin, voir (??). 

En physique, il y a des espaces de degrés de libertés internes, autres que le spin, qui 
eux n’ont pas cet “attachement” avec l’espace ordinaire R°. 

— Par exemple, pour les champs élémentaires, que sont les quarks, il y a un espace 
interne dit de couleurs Huy = C? de dimension trois (rouge-vert-bleu). (Attention, 
les quarks ne sont pas des particules, dans le sens où ils n’existent pas à l’état indi- 
viduel et libre. On parle plutôt de champs élémentaires, et leur description est dans 
le cadre de la théorie des champs, classique ou quantique). 

Les trois couleurs des quarks, sont dues au fait que la théorie des champs corres- 
pondantes, la Q.C.D. (“la Chromo-Dynamique Quantique” qui décrit la force 
nucléaire forte), est une théorie de Jauge avec le groupe SU(3) qui signifie qu’elle 
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possède une symétrie (de Jauge) par rapport aux rotations dans l’espace des couleurs 
Hcou = C. L’interaction électro-faible (qui décrit à la fois l’électromagnétisme 
et la force nucléaire faible), est décrite par la théorie de Jauge SU(2) , faisant donc 
intervenir un espace de degré liberté interne H juive = C?, appelé charge faible. Ces 
théories de Jauge se manifestent surtout dans les collisions de particules à hautes 
énergies. 

— Autre exemple (mais qui est relié aux quarks), en physique nucléaire, on considère le 
neutron et le proton comme une manifestation d’une seule particule, appelée le nu- 
cléon. (Car la force nucléaire ne les distinguent pas, seule la force électromagnétique 
qui est sensible à la charge électrique, les distingue). Ainsi le proton |p > et le neutron 
In > ne sont que deux états particuliers de l’espace à deux états du nucléon appelé 
espace d’isospin, noté Hisospin = C, et ayant pour base |[p >,În >. Par exemple 
un nucléon peut être dans l’état interne d’isospin [N >= _ (In > +|p >) qui est une 
superposition. Cependant cette notion d’espace d’isospin est en fait équivalente au 
point de vue plus conventionnel qui distingue le proton et le neutron. 


4.8 Mesure de spin, application récente : la Cryptogra- 
phie quantique 


Nous présentons une branche de la mécanique quantique, appelée l’information quan- 
tique et plus précisément ici, la cryptographie quantique. Il y a des développements 
récents, à la fois du côté théorique et expérimentale. 

Références : [NGWH01|, dont est inspirée cette section, et une revue récente de Pour 
la Science [102]. 

L'idée de la cryptographie quantique est d’utiliser un défaut bien connu de la mécanique 
quantique : 


Chaque mesure perturbe le système 


comme un avantage dans l’échange de messages que l’on veut garder secrets, et d’éviter 
ainsi l’espionnage. 
En effet la cryptographie quantique se sert de l’énoncé équivalent : 


Pas de perturbation il n'y a pas eu d’espion 


pour être sûr que le message n’a pas été intercepté. 

Nous allons voir précisément comment utiliser cela pratiquement. Il y a déjà des dispo- 
sitifs expérimentaux de cryptographie quantique (C.Q.). 

Et la C.Q. pourrait bien être la première application commerciale de la physique quan- 
tique fonctionnant au niveau l’état quantique individuel. 
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4.8.1 Cryptographie classique symétrique à clef secrète 


Comme il est d'usage, considérons deux personnages Bob et Alice. 

Bob veut envoyer un message à Alice. Pour cela il écrit son message en base deux (suite 
de 0 et 1), il dispose aussi d’une clef qui est une suite de 0 et 1, et envoie à Alice le message 
crypté obtenu par l’opération suivante : 


message crypté = message @ clef 


où le signe @est l’addition modulo 2 sans retenue : 


0@0=0, 180=1, 01=1, 11=0. 
Exemple : message — 10100110, clef—00110111, alors message crypté—10010001. 


Exercice En supposant que Alice possède aussi la clef, quelle formule doit-elle utiliser 
pour décrypter le message ? 
Solution : 
message = message crypté © clef 


Exemple : message crypté —10010001 , clef—00110111, alors message — 10100110. 

Remarque : cette méthode de cryptographie est la seule prouvée être efficace. Les 
inconvénients sont que Bob et Alice doivent être les seuls à connaître la clef secrête, et 
qu'ils disposent d’une clef secrête aussi longue que le message à se transmettre. Cette 
méthode s’appelle “one time pad” (1926). La difficulté est donc que Bob et Alice partagent 
une clef secrète. C’est là qu’intervient la cryptographie quantique présentée ci-dessous. 

La méthode la plus utilisée (sur internet par exemple) est cependant un encryptage 
asymétrique à clef publique, de type R.S.A. (1978), basé sur la factorisation de grands 
nombres premiers. Mais dans ce cas, il n’est pas prouvé qu’il n’existe pas d’algorithme 
rapide permettant de décrypter le message. 


4.8.2 Le protocole B.B.84 pour partager une clef secrète 


Pour appliquer la méthode dite “one time pad” (1926) présentée plus haut, Bob et Alice 
doivent partager une clef (suite de 0 et 1) connue d’eux seuls. 

C’est là que la mécanique quantique intervient. Cette méthode a été mise au point 
récemment et utilise non pas des spins 1/2, mais les 2 états de polarisation de la lumière : 
l’échange d’une clef secrête se fait via l'échange de photons dans une fibre optique. 

Pour simplifier la présentation, nous remplaçons la polarisation par le spin 1/2 : nous 
supposons que Bob et Alice échangent des particules ayant deux états possibles de spin 
1/2. 

Alice et Bob ont chacun de leur côté un appareil de type Stern-Gerlach qui permet à 
Alice de polariser le spin de la particule dans l’état qu’elle veut, et à Bob de mesurer ce 
spin par rapport à une direction choisie. 
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On appelle z la direction de propagation. Ils utilisent deux directions possibles pour 
leur appareil : x ou y, ce qui correspond à deux bases différentes du spin, notées : 

By : | +3) = 0 9 |-:) 

By : [Hy) =0 , |-y) 


1 
1 


(il est habituel en théorie de l’information quantique d’appeler une base de deux états 
quantiques par |0),|1), et de l’appeler quantum bit ou qbit). 
Voici la séquence des opérations : 


1. Alice envoie des particules individuelles à Bob. Pour chacune d’elle, elle choisit l’état 
spin au hasard parmi les quatre ci-dessus. 
Pour Alice, cela correspond à une suite de qbits (0 et 1) associée à une suite de Bases, 
exemple : 


2. Pour chaque particule reçue, Bob mesure l’état de spin par rapport à une base B, 
ou B, qu'il choisit au hasard. Cela lui donne un résultat, une suite de de qbits (0 et 
1). Exemple : 


Propriété : 


— Si Bob a fait le même choix de base que Alice, alors il détecte le même qbit. (En 
effet si Alice envoie |+,), et que Bob détecte dans la direction x, il mesurera à coup 
sûr |+z)). 

— Pour les qbits où Bob à fait un choix différent de base, il a 50% d'erreurs. (En 
effet si Alice envoie |+,), et que Bob détecte dans la direction y, on décompose 
[ Hz) = 7 (|+y) + |-y)), ce qui donne une probabilité P.,, = 1/2 et P_,, = 1/2) 

— Au total, Bob a donc 25% d’erreur sur sa suite de qbit. 


3. Bob annonce (publiquement) à Alice la suite de base (suite B,, B,) qu’il a choisit 
(pas les résultats). 


4. Parmi cette suite, Alice annonce (publiquement) à Bob quelle sous suite corresponds 
au même choix. Exemple : 
9 

5. Alice et Bob ne gardent chacun que cette sous suite de qbit, ce qui correspond en 
moyenne à 50% des évènements. Cette suite de 0 et 1 est finalement leur clef 
secrète. Exemple : (0,0,1,0). 


Pour être sûr que cette clef est secrète (i.e. connus d’eux seuls) il faut montrer que une 
tierce personne nommée Eve ne puisse intercepter leur échange de qbit sans que Bob et 
Alice ne s’en aperçoive (Eve est le nom habituel donné à l’espion en cryptologie, vient de 
l'anglais eavesdropper—”qui écoute aux portes”). 

Pour cela : 
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Théorème de non-clonage : “Eve ne peut pas faire une copie de qbits sans les perturber” 


preuve : Supposons la possibilité d’une opération idéale de copie (i.e. sans perturbation) d’un 
état quantique |) par Eve dans un registre, symbolisée par : 


lp) @ | Registre) @ [Eveo) — |Ÿ) @ |Y) @ |[Evey) 


Appliqué aux états |+,), [—,), cela donne : 
|+x) ® |Registre) @ |Eves) — |[+x) ® |[+x) ® |[Eve:) 


|-x) ® |Registre) @ |Eveo) — |-:) @ |-z+) @ |[Eve-) 


et d’après le principe de superposition, on aurait pour |+4) = 7 ([Hx) + |-x)) 


1 
V2 


qui est différent du résultat qu'il faudrait : |[+y) @ [+y) ® |[Eve,). Be. 

On peut imaginer comme parade que Eve intercepte et mesure l’état de spin, et renvoie 
à Bob le même état pour faire croire qu’il n’y a pas eu interception. Si elle le fait, elle 
ne fait pas le même choix de base que Alice dans 50% des cas; par conséquent Alice et 
Bob ont 25% d’erreur sur leur clef finale. En échangeant entre eux (et publiquement) une 
fraction seulement de cette clef, ils peuvent détecter la présence de Eve. 


Hz) @ HRegistre) @ [Eveo) — —= (|+x) @ (+3) @ lEve+) +|-x) 8 |-x) @ Eve) 


4.9 Interaction du spin avec le champ électromagné- 
tique 
4.9.1 Cas de l’électron 


(cf Sakuraï [Sak67[p78, Cohen p980) 
L’interaction d’un électron de masse m, de charge q = —e, de spin 1/2, avec un champ 
électromagnétique extérieur A, U est décrite par le Hamiltonien de Pauli : 


fe _ (a.(5-a4@n)) +auté. (412) 


Où © = (03,0%, 0,) sont les matrices de Pauli agissant dans l’espace du spin H pin. 
Cet Hamiltonien s'écrit aussi sous la forme plus commode : 


(4.13) 


avec 
5 (4.14) 


Preuve : On utilise la relation (A.5), et A À = —ihrot(À) — À À ÿ (à démontrer).B 
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Remarques 

— La forme (4.12), découle directement de l’équation de Dirac dans la limite non relati- 
viste. L’équation de Dirac est une équation d’onde qui a une écriture assez “naturelle” 
et qui décrit la fonction d’onde d’un électron en théorie relativiste. (Il y a cependant 
des problèmes théoriques avec l’équation de Dirac, qui ne sont résolus que dans le 
cadre de la théorie quantique des champs). 

— Le terme () est très semblable à l’expression du moment magnétique d’un dipôle 
magnétique en mécanique classique : considérons une particule classique de charge q 
sur une orbite circulaire de rayon r. Le courant correspondant est donc 1 = qu/(27r), 
et la surface du dipôle magnétique créé est S = rr°.ü (ü est un vecteur normal 
unitaire). Par ailleurs le moment orbital est L = mÿ À F = murü. Alors le moment 
magnétique est : 

Mass = LS = I pr à = Ty 3 = En; 

27Tr 2 2m 
qui est comparable à (??) mis à part le facteur 1/2. La forme (4.12) a donc l'avantage 
de donner une origine au manque de ce facteur 1/2, pas évident à priori. 


4.9.2 Autres particules de spin 1/2 


cf Bransden p.533. 
Pour une particule de spin 1/2, de masse m, de charge q, le Hamiltonien est semblable 
à (4.13) : 


A 


: T2 RE 
He (5 - qÂ(Ë, 1) = MB + qU(ê,t) 


2m 
avec : 
_ S vue 
M = JhT : moment magnétique 
_. lat | 
= : magnéton 
2m 


g : rapport gyromagnétique 


Valeurs expérimentales : 


[_]_ Electron | Proton | Neutron | 
Ce [R00208 | 55888 | -3.8263 | 


Remarques : 

— Le Hamiltonien de Pauli (4.13) donne g = 2. La valeur expérimentale un peu diffé- 
rente s'explique à cause d’effets inverses de l’électron sur le champ électromagnétique 
que l’on peut calculer dans le cadre de l’électrodynamique quantique. Les valeurs 
de g pour le proton et le neutron sont dues à la structure interne des ces particules 
(structure de quarks et de gluons). 
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— Le moment magnétique du neutron est anti-parallêle à son spin. 
— Pour le neutron ou proton, x = eñ/(2m,) s'appelle le magnéton nucléaire. Pour 
l’électron us = eh/(2m.) s'appelle le magnéton de Bohr. 


49.3 Évolution du spin seul, précession de Larmor 


Nous discutons ici l’évolution de l’état de spin 1/2 d’une particule, qui pourrait être un 
noyau nucléaire de spin 1/2, dans un matériau. 

La particule est supposée être au repos, ce qui permet d’oublier l’état quantique spatial 
de celle-ci, et de ne traiter que l’état de spin |s(t) >E€ Hspin. (Pour être plus précis, on peut 
supposer que le champ B est uniforme, et que l’état spatial de la particule est dans l’état 
fondamental de Hespace = 5 (5 - gA(Z, i)) + qU'(&, t). 

Ainsi, on ne s’intéresse que à la dynamique de |s(t) >€ Hipin décrite par : 


in — TS. 


L’équation d'évolution de Schrôdinger est 


dis(t)>  : 
——— = H}s(t) > 
Nous cherchons à décrire l’évolution du vecteur spatial de spin défini eq(4.15) : 
ä() = (5) —< s(4)|S|s(t) > (4.15) 
Nous rappelons que inversement le vecteur #(t) défini l’état |s(t) > à une phase près. 
Comme ||3(t)|| = À, cette évolution défini des trajectoires sur la sphère de Bloch. 
Propriété 


3(t) évolue d’après les “équations de Bloch” : 


dS(t)  dH pin ( gl = 
— <= —<— \S5= PB) ns 4.16 
dt a EU Sr 
Où H pin = — 45 B est le Hamiltonien (Classique). 


B 


Les trajectoires sont donc des cercles autour du champ B, à la fréquence w = # 


Voir figure 4.10. 

preuve : (TD) 

Argument rapide : lors de l’évolution, l'énergie est constante, donc SB est constant, ce qui 
oblige le spin 5 a tourner autour de B. 

Preuve rapide, en coordonnées : on peut supposer que B=BE,. Alors À spin = — ES, Il est 
utile de travailler dans la base (|+, >,[—, >) : si [s(0) >= a(0)[+, > +b(0)|-, >, alors |s(t) >= 
exp (fin) [s(0) >= a(t)|+, > +b(t)|-, >, avec a(t) = a(0)e #Et/h, b(4) = b(0)etiEt/h, et 
E = — 5. Alors 


0 = COR = es (et + D ROP) = 2.0 


< s(t){s(t) > < s(t)|s( 
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À B 


s(t) 


FIG. 4.10 — Précession de Larmor du spin : rotation du vecteur #{t) autour du champ 
magnétique B. 


et 


SO RO > LR pt) = 2 (6,(0) + is, (0) 


SOUS oo < s(0)1s(0) > 


montrant que le vecteur #(t) tourne autour de l'axe z à la fréquence w = 2E/h = — 5 ; 


Méthode plus géométrique : @Q@ 


Remarques : 

— L'énergie de la trajectoire classique du spin est Espin = —5b, qui est extremum 
pour 5'et B parallèles. On vérifie en particulier que dans ces derniers cas, ce sont deux 
points fixes de la dynamique de #{t), correspondant aux deux états propres Hs 

— Le Hamiltonien À spin a justement l’expression du générateur des rotations Se (4.9) 
autour de l’axe ü qui est ici l’axe B. De cette façon on obtient directement que le 
mouvement est une rotation, et on obtient aussi la vitesse angulaire. 

— Voir TD pour discussion d'applications : R.M.N.... @Q@ 

— (*) On a des coordonnées canoniques (q,p) sur la sphère montrant que la sphère S? 
est un espace de phase classique pour la dynamique du vecteur classique #{t) (4, 
sont les coordonnées sphériques) : 


q = cos Ü 


P—59 
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Alors l’équation de Bloch (4.16) s’écrit sous la forme Hamiltonienne : 


dq — OH 

dt Op 
dp —. OH spin 
dt 0. 


preuve : @Q@ 
@@TD : Décrire la trajectoire du neutron de spin 1/2 dans champ magnétique in-homogène. 
Exp. de Stern-Gerlach 


4.10 Conseils de Lecture 


— Cohen-Tannoudji [CBF|, chapitre IV. 
— Feynman [Fey63|, chapitres 6,11. 


4.11 Correction des exercices 


Exercice 24 page 139 
Exercice 24 page 139 


Exercice 22 page 136 le résultat (4.8) montre que cette relation est vraie pour les 


trois vecteurs de base e; de R°, ce qui peut s’écrire ÉAEA — RS eine, = ihe; A e;.S. 


Alors [85,6] = 3, [US 0,8] = 3; UU; lé, 2] = ih 35; UiUje: À e.$ = 
iñ (ü A ) $. 


Exercice 23 page 138 


1. On a vu en cours, que les générateurs S,, S,,S, s'expriment respectivement dans la 


base o.n. (|[+,),|—,)) par les matrices de Pauli (403, 20: Lo.) ; ce sont des matrices 


hermitienne 2 x 2 de trace nulle. Par conséquent, l’opérateur S; — US, + te Sn 


US$, =US ER, Ù = (Ur, Uys U;) € R° (générateur des rotations du spin 1/2) 
s'exprime par la matrice og avec 


Gin _=Ù, 


2. Soit M € SU(2). On a (a) : M+ = Met (b) : det(M) = 1. Écrivons M = 
exp (—iÀG), avec À € R, et G matrice 2 + 2 qui est un “générateur” ,i.e. élément de 
l'algèbre de Lie su(2). Pour À — 0, la relation (a) donne (1 +iAG*T) = (1 +iÀG), soit 
G = GT. La relation (b) donne 1 = det(M) = exp (—i Trace(G)), donc Trace(@) = 
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0. (La relation matricielle très générale det(M) = exp (—i\Trace(G)), se démontre 

en écrivant G dans une base propre, où elle est diagonale). Aïnsi l’algèbre de Lie 

su(2) du groupe SU(2) est formé par les matrices hermitienne 2 X 2 de trace nulle 

forme. Comme expliqué en (1), G est de la formeG — ( NOR Di ) = on 
Uz + Ty —U; 

et donc les matrices de Pauli forment une base de cette algèbre. 


. Soit @: Ô — M, l'application qui à un opérateur de Hspin associe la matrice 2 X 2, 


A 


qui est son expression dans la base (|+,),|[—,)). On à vu que (8) = Îo; et 
que @ : Rspin — su(2) est un isomorphisme d’algèbres de Lie. Pour RE Hs 
on à (à) = (exp (=$e)) = EXP (e (=$e)) = exp (—-io;) qui montre que 
® : Rspin — SU(2) est un isomorphisme de groupes. 


Exercice 24 page 139 Voir eq(??). Cette fois ci l'opérateur de rotation agit à la fois 
sur l’espace ordinaire et sur le spin : #1 (4) =< %#',ÆlR|Y,5 >=< R', RTE |p,53 >=< 


RT! 


À 


,R1Tæ+ly,8>, c'est à dire : 


| É ) = Rein ( st ) (4.17) 


espace 


Chapitre 5 


Plusieurs particules 


Jusqu'à présent nous avons présenté comment décrire la dynamique d’une seule parti- 
cule avec spin ou sans spin dans le cadre de la mécanique quantique. 

Bien entendu, toute la complexité de la nature et de la physique vient de ce qu’elle est 
composée d’un grand nombre de particules qui interagissent entre elles. 

Dans ce chapitre nous présentons comment décrire un système quantique constitué de 
plusieurs particules. Tout d’abord nous présentons le cas de particules différentes, dites 
discernables, puis le cas de particules identiques qui est différent (par exemple un gaz 
d'électrons ou de photonsd’hydrogène,.…). 


5.1 Plusieurs particules discernables 


Nous allons montrer et commenter le fait que l’espace quantique total est le pro- 
duit tensoriel des espaces quantique de chaque particule considérée individuellement. 


5.1.1 Pour deux particules 


Prenons l’exemple d’un système comprenant deux particules différentes, comme par 
exemple l’atome d’hydrogène constitué d’un proton et d’un électron. 

Ce sont des particules avec spin 1/2, et nous avons défini l’espace de Hilbert individuel 
de chacune des particules : Hyrotons Helectron Qui permet de décrire l’état spatial de leur 
fonction d’onde et leur état de spin. Or dans l’atome d'hydrogène, ces deux particules 
interagissent, il faut donc considérer et décrire le système total. 

Quel peut être un état quantique du système total? Si |[p; >,i = 1,... est une base 
de Hproton €t le; >,j = 1,... une base de Haectron, il est tout à fait possible d'imaginer 
un état total de la forme |e;p; >. Mais d’après le principe de superposition, il peut aussi y 
avoir des combinaisons linéaires de ces états le;p; >. Or ces états sont orthogonaux entre 
eux, il forment donc une base de Hz. C’est justement la définition de l’espace produit 
tensoriel, voir eq.(3.4) page 105. Ainsi : 
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Hiotal = HLrnoton ( Helcaron 


et une base de Hiotar est leip; >= le; > @Îp; >, aveci=1,..., j=1,... 

Cela peut paraître un peu abstrait, et en effet cela dépasse le bon sens parfois : du 
fait du produit, cet espace Ha eSt “gigantesque” et contient nous allons le voir des états 
quantiques qui défient le bon sens. Le principe de superposition est à l’origine de ce résultat 
(qu’il ne faut croire, que si l’expérience le confirme). 


En terme de fonction d’onde : Si on oublie le spin des particules, une fonction d’onde 
du proton est de la forme #,(%,, Up, #), une fonction d’onde de l’électron est de la forme 
Ve(Le, Ye; Ze) (ce sont des fonctions à trois variables), alors qu’une fonction d'onde du sys- 
tème global est de la forme @(x,, Yp, 2p Le; Ye; Ze), C’est une fonction à six variables. Nous 
avons déjà discuté, les corrélations qui peuvent apparaître entre ces variables, cf. figure 
(3.2) page 106. (En tant que fonction à six variables, [d >e€ L?(R°) = L?(R*) @ L°?(R*) 
comme expliqué page 105). 


5.1.2 Opérateurs de Ha 


Les opérateurs positions, impulsion, spin et autres, sont définis dans les chapitres pré- 
cédents pour un état quantique à une particule. Voici comment ils opèrent dans l’espace 
Hiot: 

Par exemple si on note %, l’opérateur position x du proton, il agit de la façon suivante 
sur la fonction d’onde totale : 


(£r®) ( Up; Zp> Le Ve 2e) — Lp ® (rs Up; Zpi Le; Ve; 2e) 


où en terme de notation vectorielle, l'opérateur associé au proton n’agit que sur les vecteurs 
du proton dans les termes factorisés : 


(le > Sp >)=le> (lp >) (5.1) 
et agit comme l’opérateur identité sur l’espace de l’électron. C’est à dire 


(Ep) = L@ (C2 


5.1.3 Pour N particules 
La généralisation est simple : 


Hiot = Hi @ H2Q...Q Hn 


mais l’espace résultant est énorme! (sa dimension est le produit des dimensions). 
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5.1.4 N particules sur un réseau 1D, et limite continue du champ 
quantique (*) 


aaaaaaaaaaaaaaaaa 

N particules à 1D et limite continue (N — ©, champ quantique). résolution classique ; 
modes propres; résolution quantique, phonons ; espace de Fock; états cohérents. 

Mentionner que l’on observe des états cohérents de champ (résultat de mesure) mais 
pas de superposition. 

mentionner d’autres ex. : photons, plasmons, magnons, excitons, polarons... 


5.2 Non localité de la mécanique quantique, le paradoxe 
E.P.R. 


référence : Bransden p673 [BC89], Ballentine [L.E90] p.437. 
Pour un texte court, lire : http://www.physique.usherb.ca/attracte/08-1999/epr. 
html 


5.2.1 États enchevêtrés : états surprenants de l’espace total 


Le principe de superposition est à l’origine de la complexité de la mécanique quantique. 

Nous avons déjà vu que pour une particule, alors que son état classique est de la forme 
(t, p), avec position et vitesse précises, la mécanique quantique permet une superposition 
de tels états comme : |[#,ÿ > +|#',p'" >, une fonction d’onde qui serait la somme de deux 
paquets d’ondes gaussiens différents. 

Pour deux particules, il peut y avoir des états de la forme 


DL > 62 


où | > est une fonction d’onde de la particule à = 1,2. Un état [9 > qui peut s’écrire sous 
cette forme est dit factorisable ou séparable. Il n’est pas trop surprenant physiquement. 

Mais la mécanique quantique permet à priori des superpositions de tels états. Par 
exemple : 


lb >= |1 > @l2 > +|1' > @l2' > (5.2) 


qui est une superposition de deux états factorisés. C’est un état non factorisable, dit état 
enchevêtré. 

De tels états sont observés expérimentalement. Les manifestations physiques de ces 
états défient le bon sens. On décrit ci-dessous une expérience à l’issue de laquelle deux 
particules sont dans un état enchevêtré, et l’on discute les conséquences mesurables. 
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5.2.2 Description quantique orthodoxe 


Dans cette expérience, une paire de deux particules de spin 1/2 est crée en un lieu et 
instant précis. Nous appelons cet évènement EE. Nous supposons que l’état quantique qui 
décrit le spin des deux particules est : 


1 
>= == (He >1 Q—e >2 |: >1 SH >2) (5.3) 


v2 


l'indice 1 ou 2 se réfère au numéro de la particule. L'état |6 > est un état enchevêtré. 
Cet état correspond à un spin total nul, appelé état singlet de spin, voir section 7.5.1. 


En effet l’observable de spin total est Se = $, +5, et il est aisé de calculer que (St) = (. 


Il y a plusieurs façons de créer un tel état, voir par exemple : http://www.1kb.ens. 
fr/recherche/qedcav/french/rydberg/resonant/eprpair.html. Ce peut être par la 
désintégration d’un pion 7, qui a un spin nul, en électron + positron : 


To + € +et 


Les particules 1 et 2 partent dans des directions opposées, vers des détecteurs symbolisés 
par les physiciens P, et P,. Voir figure 5.1. 


Pi A À 


O 
O + 


e- (0) - © 


F1G. 5.1 - Les deux particules 1 et 2 sont dans un état enchevêtré, et partent vers deux 
détecteurs P:,P2. 


À l’aide d’un appareil du type Stern-Gerlach, le physicien P, effectue une mesure de 
l’observable : , 
1.) 
G)s 


(composante du spin de la particule 1 selon l’axe z). C’est l'évènement Æ2. Les deux valeurs 
propres de cette observable sont +1. Par conséquent d’après le postulat de la mesure, voir 
page 49, à l’issue d’une mesure, le physicien P, observera le résultat À = +1 ou À = —1, 
avec les probabilités respectives 


PA = |< +1,18 > = 3 


= + - 
< @lg > 


NI Dir 


Fans = Les a 


1 
< @lg > 
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et si il observe À = +1 (respect. À = —1), alors juste après la mesure, l’état quantique 
des deux particule est |+, >1 @|—, >2, (respectivement |—, >1 @[+, >2 ). On remarque 
donc que cette mesure du physicien P, modifie l’état quantique du système total et en 
particulier celui de la particule 2. 

Si juste après cette première mesure, le physicien P, effectue à son tour une mesure de 


l’observable 
x 2 À 
B=|-})S, 
()s 


(composante du spin de la particule 2 selon l’axe 2), c’est l'évènement E3, et alors deux 
cas se présentent selon la valeur de À précédente : 


1. si À = +1, l’état quantique réduit étant (9 >= |+, >1 @|-—, >2, le physicien P 
mesure B = —1 avec la probabilité Pg__1 = +1. 


2. si À = —1, l’état quantique réduit étant |d >= |[—, >1 @|+, >2, le physicien P; 
mesure B = +1 avec probabilité 1. 


Cette certitude totale traduit une corrélation parfaite entre les états de spin des deux 
particules. Remarquez que si le physicien P, avait effectué sa mesure le premier l’analyse 
aurait été analogue. 

En résumé, d’après cette analyse de la situation par la mécanique quantique (et postulat 
de la mesure), l’état |d > est enchevêtré jusqu’à la première mesure, et subitement, dès la 
première détection, il est réduit instantanément dans un produit factorisé |[+, >1 @|-—, >», 
ou |—, >1 @l+, >2 respectant la corrélation des deux spins opposés. 

Cela est en parfait accord avec les expériences, et cette réduction qui est une sorte 
d’action à distance “instantanée”, est même plus rapide que la vitesse de la lu- 
mière (qui est la vitesse limite du transport d'énergie et d’information d’après la théorie 
de la relativité), car elle se passe même si les deux mesures sont deux évènements Æ2,E3 
sans relation de causalité, c’est à dire espacés par un quadri-vecteur de type espace. Voir 
figure 5.2. 


Remarque : Cette action instantanée à distance “plus rapide que la lumière”, ne permet 
pas de transmettre de l’information, et ne contredit pas les principe de la relativité. En 
effet, P, ne choisit pas si le résultat est À = +1 ou À = —1; il ne peut donc pas transmettre 
de message à P, de cette manière. 

Cependant il y a une difficulté très visible sur la figure 5.2 : où se situe précisément 
l'évènement de réduction (Æ3) ? Il peut être simultané à Æ;, mais la notion de simultanéité 
dépend du référentiel en relativité. Quel est le référentiel privilégié ici ? La question se pose, 
bien qu’elle n’a pas d’impact sur le résultat observé. 


Résumé Dans ce paragraphe, nous avons montré que par suite logique du principe de 
la superposition, la mécanique quantique entraîne des interactions non locales : le résultat 


d’une mesure “ici” dépend de façon instantanée du résultat d’une mesure qui se passe 
“là-bas”. 
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Rayon lumineux 


» Mesure 
E, B=-I 

Mesure E 

A=+1 


— état enchevétré 


F1G. 5.2 — Schéma dans l’espace temps des évènements. ÆE: est la création de l’état enche- 
vêtré |9 > eq.(152) représenté par la ligne grisée. Les particules 1 et 2 se séparent et restent 
enchevêtrées, jusqu’à ce que le spin de la particule 1 soit mesuré. C’est l’évènement Æ. 
Dans cet exemple le physicien P, mesure À = +1. Au même instant (dans le référentiel x, t 
du laboratoire ?), l’état quantique [9 > est réduit, et la particule 2 se retrouve dans l’état 
|[—, >. C’est l’évènement F3. Cet état est ensuite mesuré par le physicien P>, qui observe 
B = -1 (Évènement F1). La ligne tiret-point est le cône de lumière qui représente le trajet 
le plus rapide (vitesse de la lumière) informant du résultat À = +1. Sur ce schéma il ne 
parvient pas à temps pour expliquer le résultat B = —1. 
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Hubert Reeves dans “Patience dans l’azur” écrit : “Je reprends l’énoncé avec une com- 
paraison pour le lecteur moins familier avec la physique des atomes. À deux messagers, on 
a donné la consigne suivante : ils devront répondre à une question par oui ou par non. Si 
le premier répond oui, le second devra répondre non, et vice-versa. Les choses se passent 
telles que prévues. Il serait raisonnable de supposer qu’ils se sont donné le mot au départ 
et qu’à chaque instant du trajet chacun savait ce que l’autre allait répondre. Pourtant on 
montre que tel n’est pas le cas. Aucun des deux n’a choisi avant l’arrivée quelle réponse il 
allait donner. Comment expliquer que le second connaisse la bonne réponse ?” 


5.2.3 Objection de Eiïinstein-Podolsky-Rosen (E.P.R.) sur la non 
localité 


En 1935, l’objection de ces trois physiciens fut que même si elle ne permet pas de 
transmettre de l’information, cette action à distance est inacceptable ; ils étaient partisans 
d’une théorie physique locale. 

Ces physiciens suggérèrent que les mêmes résultats expérimentaux peuvent s’interpréter 
autrement, par une théorie qui serait locale : dès le départ l’état de spin des deux 
particules seraït décidé, c’est à dire que l’une ou l’autre des deux situation est déjà 
engagée : [+, >1 ®|—, >2 où [—, >1 @|+, >2 chacune se produisant en moyenne 1 fois sur 
2. Le choix de l’une ou l’autre situation est le fruit du hasard, ou résulte d’un mécanisme 
microscopique déterministe mais inconnu. Il y aurait donc des variables dynamiques 
cachées. 


Ces physiciens ont donc ouvert un débat : Quelle interprétation est correcte, la 
mécanique quantique avec le postulat de la mesure qui est non local, ou une théorie locale 
à variables cachées ? 

Ces deux interprétations seraient t-elles équivalentes (compatibles) ? 


5.2.4 Théories locales à variable cachées et inégalités de Bell 


En 1964, J. Bell montre que les deux interprétations précédentes ne sont pas équivalentes 
et que des expériences pourraient trancher le débat [Bel64]. Les “inégalités de Bell” sont 
des relations vérifiées par toute théorie locale à variable cachée, et dans certains cas non 
respectées par le modèle de la mécanique quantique. 

Nous établissons une telle inégalité pour l’expérience décrite dans ce chapitre. 

Pour se mettre dans un cas où l'inégalité de Bell est transgressée par la mécanique 
quantique, supposons que les physiciens P, et P; mesurent respectivement la composante 
du spin de la particule 1 (et 2) selon l’axe à (et 6). Voir figure 5.3. 

On note À(à) = (£) S12 et B(b) = (2) Ég les observables correspondantes. 

Le résultat de leur mesure est A(à) = +1 et B(6) = +1. 

Considérons l’observable : 
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P 


P, … _ 
O a 
1 Il 2 

e — (0) = © 


FIG. 5.3 — Mesure de (à, b) — À(à) B(b). 


La valeur moyenne de cette observable s’obtient expérimentalement en faisant un grand 
nombre d’expériences successives. 


Théorie locale à variable cachée Supposons que une théorie locale à variable cachée 
soit valide. On note À “la variable cachée” dont on ne saurait prévoir le comportement, et 
p(à) dÀ la probabilité pour que lors d’une expérience, une valeur de l’intervalle [X, À + dA] 
soit réalisée. 
Le résultat de la mesure de P, est une certaine fonction de À : 
A (À, à) = +1 
de même pour le résultat de P; : 


Ed — 


B(À, b) = +1 = —A(à,6) 


Noter que A(X, à) ne dépend pas de b d’après l’hypothèse de localité. En effet le choix de 
la valeur de b se fait localement juste avant la mesure de B et n’influe donc pas le résultat 


— Ed 


de À. (La relation B(X,b) = —A(À,b) vient de ce que les deux résultats sont toujours 
corrélés). 


D’après ce modèle, la valeur moyenne de “l’observable Ê (a. ÿ) ”? est : 
Eju(a. 5) = J dr) AG D BA 5) 


Propriété On a l'inégalité de Bell : 


| Eie (a. ÿ) — Elie (à, ë) < 1 Da Ph (e. ) 


preuve : 


— 


Eje (&,5) — Bree (9 = ] PGA) (AG BO,5) — AG, 2 8,3) 


= - Jar) (AG 9405) (1+ 405 80,3) 


donc |Eioe (z.ë) —". (@,a)| < fdap() [ + A(X 1) B(, à) 2 jèe. (8,6), car À = B = 
+18. 
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5.2.5 Violation de l’inégalité par la mécanique quantique 


5.2.5.1 Modèle quantique 


en mécanique quantique la valeur moyenne de l’observable Ê (a. o) sur l’état |d > est : 


Eo(@, b) = (ËG i)) = — cos (8) 


20 


Remarque : comme attendu pour à = b, les deux théories sont en accord : 


preuve : voir TD. 


Eo(ü, à) = Ee(à, à) = —1. 


Considérons des directions à, b, € coplanaires telles que 


1 
1+E(&9=1-cos(r) => 


Il y a donc violation de l'inégalité de Bell ci-dessus. 
Exercice : 
Fixer | à, o) = 5, et poser (&. ë) — «à, avec à, b,C coplanaires. Calculer et tracer 


|Ee (a. ÿ) — EQ (à, ë) et 1+ÆEQ (à, c) en fonction de a. 


Solution : |Ee (a. ÿ) — EQ (à, ë) = |sin(a)| et 1+ EQ (à, ©) = 1 — cos(a). Voir figure 
9.4. 


5.2.5.2 Non localité de la mécanique quantique, confirmation expérimentale 


En 1976, les expériences de Alain Aspect utilisant des photons polarisés, (au lieu de 
particules avec spin 1/2) montrent la violation d’inégalités de Bell, et sont donc en faveur 
de la mécanique quantique [Asp76, ADR8?2|. Ainsi l'interprétation par une théorie locale à 
variable cachée n’est pas possible. 

Les résultats de l’expérience sont en parfait accord avec la mécanique quantique. 

Des expérience plus récentes ont été faites où la distance entre les deux mesures est de 
l’ordre de 10 km. Elles sont toujours en parfait accord avec la mécanique quantique. 

Une expérience peut être fait en T.P. à l’université, voir [JDMWM]. 
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: I+E bc) 


Violation Violation 


| [E dab)-E da.0)| 


0 T 27 œ 


F1G. 5.4 — Violation d’une inégalité de Bell par la mécanique quantique. 


5.3 Plusieurs particules identiques 


Dans le cas de plusieurs particules identiques, une différence importante apparaît par 
rapport au cas de plusieurs particules discernables décrit ci-dessus. 


5.3.1 Deux particules identiques 
5.3.1.1 Particules de spins demi-entier, les Fermions 


Si deux électrons sont respectivement dans les états | >et |[d2 >, on pourrait penser 
que l’ensemble est décrit par le vecteur [1 > @lÿ2 > de H1 @ Ho. 

Déjà on peut remarquer que expérimentalement, il serait impossible de distinguer l’état 
fl > @de > de l’état [do > @|y1 >, ou de toute combinaison linéaire de ces états, puisque 
l’échange des deux électrons passerait inaperçue. 

L'expérience montre que dans la nature, chaque paire d’électrons est dans un état de 
la forme dite antisymétrique, et notée : 


1 


V5 (ld1 > Qlbe > —[e > Qi >) (5.4) 


(d1 > Ale >= 


ou toute combinaison linéaire (i.e. superposition) de tels états antisymétrique. 

Les autres combinaisons sont donc interdites. 

Le symbôle “\” s’appelle le produit extérieur. L'espace des états quantique décrivant 
deux électrons contient donc les vecteurs de la forme (5.4). C’est un espace vectoriel, qui 
est le produit extérieur des espaces à un électron (ou l’anti-symétrisé), et noté 


Hiotat = He A He = À (He © He) 
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Remarques : 
— le facteur 1/2 est pour la normalisation dans le cas où [#1 >, [#2 > sont orthogonaux 
et normalisés. En effet 


1 
I > Ale >= 3 < Vin >< olde >) = 1 


— Ona 
(li > Ale >) = — (he > Ada >) 
— Cette anti-symétrie se reflête au niveau de la fonction d’onde des deux particules. 


Si les deux particules ont le même état de spin, disons [+ >€ Hsnin, et dans des états 
spatial différents, [41 >, [ge >€ Hspatiat POSONS : 


li >= [gr > &+ > 
[Le >= [2 > + > 


alors 
(hi > Ale >= (gr > Age >) @ (+ >1 QI 2) 


Noter donc que la partie spatiale est antisymétrique, alors que la partie spin est 
symétrique. 
La fonction d’onde (spinorielle) est défini par : 


(T1, To) = (< 211@ < zl) (91 > Alpe >) 


(< z1lg1 > @ < T2|Po2 > — < T1|P2 > © < to|p1 >) © (+ >1 ®|+ >2) 


1 
v2 
1 


= 73 (e1 (1) 0 (2) — 60 (1) 1 (2) @ (+ >1 GI >2) 


qui vérifie donc : 
(T2, T1) = —-Y (T1, T2) 

— Si au contraire les deux particules ont des états de spin différents, elles peuvent être 
dans le même état spatial. Prenons l’exemple des deux électrons de l’atome d’hélium, 
qui sont dans l’orbitale spatiale LS >€ Hipatia, et ont des états de spins différents, 
disons [+ >, |- >€ Hopin 
Alors | >=[|S > @l+ >, [do >= [S > @|- >, et 


1 
ll > Aldo >= ([S >1 @IS >2) @ ne (+ >1 @l- >o —|- >1 @l+ >) 
= (IS >1 @IS >2) @ (+ > AÏ- >) 
Cette fois ci, la partie spatiale est symétrique, alors que la partie spin est anti- 
symétrique. 
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— Conséquence de l’anti-symétrie : deux électrons ne peuvent être dans le même 


état quantique. En effet 
W > A >= 
v2 
est le vecteur nul et ne peut donc pas décrire un état physique. C’est le principe 
d’exclusion de Pauli formulé en 1925 pour expliquer la structure des atome. En 
particulier, deux particules ayant le même état de spin, ne peuvent être au même 
endroit *, car d’après ci-dessus, 


Y(&, ï) oi —D(x, ï) donc Ÿ (T, ï) = 0 


(lp > @lp > —-|p > lb >) = 0 


Ce principe d'exclusion agit donc comme une répulsion, bien qu’il ne s’agisse pas 

d’une force à proprement parler (il n’y a pas de particule qui transmet la force, 

comme le photon transmet la force électromagnétique). 

Cette propriété a aussi des conséquences observables très clair en physique du solide 

et physique moléculaire. Elle explique : 

— les règles de remplissage des niveaux d’énergie électronique des atomes ou molé- 
cules. 

— le remplissage des états électroniques dans les solides cristallins. Ce remplissage 
est à l’origine des propriétés isolantes ou conductrices de ces matériaux. 

— la taille, et les propriétés des étoiles “naines blanches”, où les électrons sont soumis 
à cette “répulsion”. 

Cette situation n’est pas réservée aux électrons. Les particules qui sont observées 

seulement sous la forme antisymétrique sont appelées des Fermions. 

L'expérience montre que toutes les particules de spin 1/2, (ou demi en- 

tier : 3/2, 5/2, 7/2,...) sont des Fermions. 

Ainsi toutes les particules élémentaires de la matière (quarks, électrons, neutrinos, 

leptons, et antimatière …) sont des Fermions. C’est aussi le cas des neutrons, protons, 

des noyaux nucléaires, des atomes et molécules de spin demi-entier comme le noyau 

d’hélium 3, ou l’atome d’hélium 3. 

Cette correspondance appelée spin-statistique se justifie en théorie quantique rela- 

tiviste. Mais il manque actuellement une explication simple de cette correspondance. 

Le principe d’exclusion de Pauli pour les neutrons et protons explique la structure 

des noyaux nucléaires. Elle explique aussi la taille et certaines propriétés des étoiles 

à neutrons. 


5.3.1.2 Particules de spins entier, les Bosons 


Considérons le cas de deux pions 7 (qui sont des particules sans spin, ou de spin 0). 


L'expérience montre que dans la nature, chaque paire de pions est dans un état de la forme 
dite symétrique, et notée : 


[pi > Vihe >= _ (V1 > @IYe > +2 > Qida >) (5.5) 
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ou dans toute combinaison linéaire (i.e. superposition) de tels états symétriques. 
Les autres combinaisons sont donc interdites. L’espace total est noté : 


Hiotai _ Hxo V Hxo = $ (A0 (a Mes) 


Remarques 
— Si les deux particules ont le même état de spin, disons [+ >€ Hsmin, la fonction 
d’onde des deux particules est symétrique : 


Il n’y a pas de propriété d’exclusion comme dans le cas des fermions. Au contraire, 
il est “favorable” que deux particules soient dans le même état, ou au même endroit 
%. Cela amène au phénomène de condensation de Bose à basse température (voir 
Cours de physique. Statistique à ce sujet, [DGLR89|). 

— Cette situation n’est pas réservée aux pions. 
Les particules qui sont observées seulement sous la forme symétrique sont appelées 
des Bosons. 
L'expérience montre que toutes les particules de spin 0, (ou entier : 1, 
2,3,...) sont des Bosons. 
C’est le cas du photon, des gluons, et autres particules de Jauge …, des particules 
composées, comme les mésons K,7, les atomes et molécules de spin entier comme 
Hey. 
Cette correspondance appelée spin-statistique se justifie en théorie quantique rela- 
tiviste. 


5.3.2 Plusieurs particules identiques 


Nous présentons le formalisme pour décrire l’état quantique de N fermions ou N bosons. 
Notons 7 un opérateur qui permute les N états. Par exemple pour N = 3 : 


T (1 > @pe > @lps >) = (de > Qi > SV: >) 


> > [Wz 


N2> > [Wz> 


FIG. 5.5 - Une permutation 7 de trois états, de signature o(T) = (—1). 
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Il y a N! façons de permuter N états. Les opérateurs T correspondants forment le 
groupe symétrique Sy (voir [Bac|). 

La signature d’une permutation notée a(r), vaut (+1) ou (—1) selon que le nombre 
de croisements est pair ou impair dans le diagramme de correspondance (figure 5.5). 


Cas des bosons Un état de N bosons est forcément une combinaison linéaire (ï.e. 
superposition) de toutes les permutations possibles, de la forme : 


hi > Vide > V... ln >= | 


Par exemple pour N = 2, on retrouve (5.5), et pour N = 3, cela donne : 
(1 > Vie > Vis >= 


_e (dibads > +ViVade > +\dsdodn > +bodiVs > +]Vsdido > +Idodslr >) 


V6 


On note aussi l’opérateur symétriseur : 


ainsi : 
li > Vlde > V... [Un >= & (1 > Site > &... SUN >) 


Cas des fermions Un état de NV fermions est une combinaison linéaire de toutes les 
permutations possibles affectée de leur signature, de la forme : 


[di > Aldo > À... [Yn >= L D» o(x) 7 ([d1 > She > ©... @ |Yn >) 


TESN 
Par exemple pour N = 3, on retrouve (5.4), et pour N = 3, cela donne : 
(ÿ1 > Alpe > Ads >= 


(iTods > —diVsVe > —|dadodn > —|Vodids > +de > +|VaVsdi >) 


V6 
On note aussi l’opérateur anti-symétriseur : 
à 1 
A = —— o(x) x 
7 2,07 


ainsi : | 
Flu > Ale > A... [bn >= À ([d1 > @lde > ©... [Yn >) 
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Propriété Sir est un opérateur de permutation, 
alors pour un état de N bosons : 


(di > Vide > V... [bn >) = + (du > Vide > V...[ÿn >) 


et pour un état de N fermions : 


TH (du > Age > A ...lUn >) = ox) (Id > Aldo > A... [bn à 


en particulier pour une transposition, qui est une permutation échangeant seulement 
deux particules, o(T) = —1. 

En d’autres termes : les états à N bosons sont des vecteurs propres des opérateurs de 
transpositions, avec la valeur propre (+1). Et les états à N fermions, sont des vecteurs 
propres des opérateurs de transpositions, avec la valeur propre (—1). 


Preuve : (Cohen p1379) 


montrons que r$ = $ et rÀ = —À : 
x 1 1 À 
r$= —— Nr = — >. = 
N! mr'ESN N! n''=7r T'ES 
où on à effectué le changement de variable x" = x 7, et utilisé le fait que (Sn) = Sn. De même : 
î 1 1 1 x 
TA = —— o(r')}x nr = —— o(x x" )r" = o(r) —— o(x")r"S 
NET 7 
ñn'ESN n"'ESn n'ESN 


où on a utilisé le fait que o(x ! x") = o(x !) a(x/) (morphisme de groupes) et o(r !) = o(x). M 


Exercice Considérons un électron (fermion) qui peut être dans N état distincts, les > 
,|e >,...[en >. L'espace de Hilbert #, correspondant est donc de dimension N. 
1. D'abord dans le cas simple N = 3, supposons qu’il y a un deuxième électron . Donner 
alors une base de l’espace à deux électrons H{2 = H1 A H:, et déduire sa dimension. 
2. Donner une base de #2 et sa dimension, pour N quelconque. 
3. Généraliser, pour M électrons, donner une base de H{y et sa dimension, pour N et 
M quelconques. 
4. Même question pour des bosons. 


5.4 Aperçu sur les particules élémentaires et forces élé- 
mentaires (*) 


Nous donnons cet aperçu très succinct, mais incontournable, car la mécanique quantique 
s'applique avant tout aux particules élémentaires et à ses composés. 

La théorie actuelle en accord avec les expériences (le “modèle standard”) date des année 
1970-80. 

Référence : http://public.web.cern.ch/Public/SCIENCE/TutorialWelcome_fr.html, 

http://www-pdg.1bl.gov. 
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F1G. 5.6 — Trajectoires de particules après une collision au CERN. 


5.4.1 Liste des particules élémentaires 


5.4.1.1 La matière 


6 quarks 


ge électrique Gen 9 
DE 
Beauty or Bottom 


ces quarks n'existent que par groupes de deux (gg)ou trois (gqq), où q dénote un quark, 
et g dénote un anti-quark. Ce phénomène s’appelle le confinement ; c’est un fait expéri- 
mental pas entièrement compris au niveau théorique. 


6 Leptons On indique la masse en MeV/c?. 


À | charge électrique (en €) 
électron : e (0.5) Muon: w (105) |Tau: 7 (1777) 


Neutrino électronique 7 | Neutrino Muoniquev,, | Neutrino Taur, 
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5.4.1.2 L'’antimatière 


2 


Chaque particule à sa particule ” image” d’anti-matière. Il y a donc 6 antiquarks, et 
6 anti-leptons, de même masse que leur image, de charge électrique opposée, notés 
avec une barre. Exemple : e* = e— est l’anti-électron, aussi appelé le positron. 

Remarque : une particule de matière rencontrant une particule d’anti-matière peut 
s’annihiler et donner de l’énergie sous forme de rayonnement : 


matiere + antimatiere — energie 


Ce processus a été très important au début de l’univers. Après une important phase 
d’annihilation mutuelle, il est resté de la matière car elle était en excédent de 1%. 


5.4.1.3 Les bosons de Jauge 


Ce sont des particules qui transmettent les forces élémentaires. 

— Le photon y, de masse m = 0, transmet la force électromagnétique entre les parti- 
cules ayant une charge électrique. 

— 8 gluons 9, de masse m = 0, transmettent la force nucléaire forte entre les quarks. 

— Les bosons W et Z : Wi,W,,W_ de masse m = 80 GeV/c?, et Z de masse 
m = 91 GeV/c?, transmettent la force nucléaire faible entre les particules de matière 
et d’anti-matière. (quarks et leptons). 


Remarques : 

— Les neutrinos ne sont sensibles que à la force nucléaire faible, et n’intéragissent donc 
que très peu. Ils peuvent traverser la Terre facilement. Il y en a 200 par m°, provenant 
d’un reste “fossile” du Big Bang. 

— L’interaction gravitationnelle est aussi une force élémentaire, mais on ne sait pas si 
la théorie quantique s’applique pour elle. Autrement dit, on ne saït pas si il y a une 
particule de Jauge associée que l’on appelerait le graviton. 


5.4.1.4 Particules élémentaires stables 


Il y a donc peu de particules élémentaires. Surtout que la plupart cités ci-dessus sont 
instables : elles ont une durée de vie très courte. Elles apparaissent lors de collisions éner- 
gétiques, et se désintègrent très rapidement. Les particules élémentaires stables sont 


e ,neutrinos ,7 


les quarks q et les gluons g n’existent pas à l’état individuel. 


5.4.2 Les particules composées 


La richesse et la diversité de la nature vient que ces particules élémentaires s’assemblent 
pour former des “particules composées” très variées. 
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5.4.2.1 Les mésons : 


les mésons sont composés de deux quarks qq avec des gluons qui les lient. Par exemple 
le méson Pi, est une superposion quantique : 


To = (|dd > —-|uu >) 


de masse m = 140 MeV/c?, de charge 0. 


5.4.2.2 Les baryons : 
Les baryons sont composés de trois quarks gqq avec des gluons qui les lient. Par exemple : 


Protonp: (uud) masse = 939 MeV/c, charge +1 
Neutronn: (udd) masse = 940 MeV/, charge0 


5.4.2.3 Noyau nucléaire 


Un noyau nucléaire est composé de protons et neutrons. Par exemple 
Heliums :  (ppnn) 


Il faut une proportion de neutron et protons adéquate pour former un noyau. 


5.4.2.4 Composés plus élaborés : atomes, molécules, matériaux... 


Ensuite, les noyaux s’entourent d'électrons pour former des atomes, les atomes s’as- 
semblent pour former des molécules, des matériaux, des fluides... 


5.4.2.5 Particules composées stables 


Les particules composées stables sont : le proton p, les noyaux nucléaires légers (He,C,0,... 
les atomes, les matériaux... 

Remarque : 

— le neutron isolé est instable, avec une durée de vie de 15mn. 

— L’antimatière serait stable sans l’environnement de la matière. On a fabriqué des 
atomes d’anti-H. 

— En 2007, le LHC au CERN, va faire des collissions p +9 à hautes énergies. On espère 
de nouvelle découvertes. 


Chapitre 6 


Méthodes d’approximation ; résolution 
approchée 


Ce chapitre entame une deuxième partie du cours où l’on présente des méthodes spé- 
cifiques pour résoudre des problèmes de mécanique quantique. Dans le chapitre “méthodes 
d’approximation”, on présente différentes techniques standard d’approximation. 

Dans le chapitre “Symétries”, il s’agit d'exploiter les symétries du problème. 


Sur l'intérêt des méthodes d’approximation : 
— Certaines sont parfois indispensables, sans cela le problème serait insoluble. 
— Certaines permettent de comprendre aussi le phénomène en termes simples, ou de 
mettre en évidence l’essentiel d’un phénomène. 
On s’efforcera de bien préciser les conditions de validité de chaque méthode. 


6.1 Théorie des perturbations stationnaires 


Pour un problème stationnaire ou non stationnaire, l’idée est de séparer le Hamiltonien 
en deux parties : À = Ëo + XË 1, telles que l’on sait résoudre le problème pour À, et 
que À est considéré comme une petite correction (limite À — 0). On appelle l’opérateur 
À, la perturbation. Ainsi on exprime les solutions du problème par un développement 
limité en À. 

Dans la théorie des perturbations stationnaires, le problème est de trouver les vecteurs 
propres et valeurs propres d’un Hamiltonien : 


À | Un >= EnlUn > (6.1) 


sachant que : : k 
H — H, + ÀH,; 


où H, est un opérateur dont on connaît le spectre, supposé discret et normalisé, et noté : 


Ain>=enm>, nez 
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et H, est un autre opérateur appelé perturbation. 
Les valeurs propres sont classées par ordre croissant : 


Éd LS ER SES as 


Remarque sur les dégénérescences Il se peut que plusieurs valeurs propres consécu- 
tives soient égales, disons N valeurs propres consécutives sont égales à €. Dans ce cas on 
dit que la valeur propre € est dégénérée de multiplicité N. 

Cette situation peut paraître exceptionnelle. Elle apparaît cependant assez souvent due 
à des symétries (ï.e. invariance par un groupe non commutatif). C’est le cas bien connu du 
spectre de l’atome d’hydrogène, où la symétrie est l’invariance par le groupe de rotation, 
voir chapitre 7. 

Mais une dégénérescence dans le spectre peut aussi apparaître sans raison de symétrie, 
par “pur hasard” (On peut en trouver en modifiant convenablement des paramètres externes 
à À). 


6.1.1 Cas de niveaux non dégénérés 


(Méthode dite de Rayleigh-Shrôüdinger) 

On s'intéresse à une valeur propre €, particulière de À (n est fixé), que l’on suppose 
non dégénérée, c’est à dire de multiplicité un. On dit aussi valeur propre isolée. 

Pour À # 0, cette valeur propre et le vecteur propre correspondant sont modifiés, et 
l’on écrit : 


E, (à) = en + XE® + ED +... 


bn (À) >= In > +0 > +292 > +... 


où EG), [#9 >, à—1,2,...sont les corrections inconnues recherchées. Voir figure 6.1. 
On a déjà remarqué que le vecteur propre est défini à une constante près. On peut fixer 
ce choix en imposant : 
< NU >= 1 


Ce choïx entraîne que 1 =< nŸ, >=< nÎn > +À < nfp0 > +... 21+ < np > 
+... donc : 
<nly® >=0, i=1,2... 


Il suffit maintenant de récrire eq.(6.1) : 


(é + \A:) (Ir > +0 > +.) = (es +AEU—) (in > +89 > +...) 
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FIG. 6.1 - Schéma des valeurs propres non dégénérées E, (À). La théorie des perturbations 
exprime le développement limité de E,(À) en À = 0. 


de développer et d'identifier les coefficients de X'. Cela donne : 


AS: Éoln >= Enln > 
A! : AT > + in >= Enlb®) > +E0)}n > 


2: Élb® > +00 >= 6,p9 > +E0 YO > +E In > 


Ensuite, on projette les équations sur les vecteurs non perturbés |n' >, donnant : 
Pour À! : 


En < NO > + <n'in >=e, < n'[ÿ® > +E0 < r\n > 
en particulier pour n/ = n : 


E® =< n\Âiin > : correction ler ordre a l’ energie 


et pour n £n: 


: correction ler ordre au vecteur propre 


Rappel : la composante < n|#9() >= 0 est nulle. Le vecteur [Y4) > s'exprime donc par 
ses composantes : 


po >= Nm'><npO > 
n'zn 
Pour X?, on projette sur [n > : 


En <nVO > + < nlAipO >= e, < nly9 > +E0 < njpO > +E0 
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donc E® =< n|,|0 >= 5 Le nläin >< n[p® > soit : 


e 2 
L< n'\Hiin > 


EU) — 
n'£n 


: correction 2eme ordre a l’ energie (6.2) 
En — En! 


Remarques 
— Pour le niveau fondamental & alors (&0 — &w) < 0 donc E@) < 0. Par conséquent 
Eg (À) = €9 + ÀE® + X2E0) est une fonction concave. Voir figure 6.2. 


E ler ordre 
À - EgthEOD 


ordre 0 - 


Ep EUH2E O 


€ 
0 
2eme ordre 


À 


FIG. 6.2 - Pour le niveau fondamental, E,(À) est une fonction concave. 


— (*) On peut calculer les termes à tout ordre. Mais cela devient compliqué. Il y a 
d’autres façon d'écrire le développement, plus maniables, cf méthode de Brillouin- 
Wigner, cf Ballentine [L.E90] p.268. On peut aussi utiliser des représentations gra- 
phiques des termes développés, appelé diagramme de Feynman (très utiles en théorie 
quantique des champs). 


6.1.2 Exemple : vibration anharmonique d’un atome 


références : Cohen [CBF|Complément Ax7 p.1100, Bransden [BC89]|p.363. 
Supposons qu’un atome de masse m vibre à une dimension x autour de sa position 
d'équilibre. Il se trouve donc dans un puits de potentiel V(x), illustré sur la figure (2.5) 


page 72. 
Nous avions effectué l’approximation linéaire (ou Harmonique) en ne gardant que la 
partie quadratique du potentiel, V(x) = 3kx?. Nous allons traiter ici le terme suivant 


correctif de eq.(2.5), par la théorie des perturbations. 


Pour simplifier l'exposé, nous allons supposer que le terme suivant en x° est nul, et ne 
traiter que le terme en x“. 


La dynamique de la particule est donc décrite par le Hamiltonien : 


RE à 
À = 2 + kf î | 
nn LÉ HAL (6.3) 


6.1. THÉORIE DES PERTURBATIONS STATIONNAIRES 
Pour appliquer la théorie des perturbations ci-dessus, on pose 


* ro 1 4 
Ho = =— + -k 
Ê D 21e 


dont on connaît déjà le spectre, c’est l’oscillateur Harmonique. 


Le terme de perturbation est 


à condition que À = 0. 


EPL 


Noter que si À < 0, le potentiel n’est pas confinant, et le spectre est alors non discret. 


La théorie précédente ne s’applique que pour À > 0. 


On s'intéresse au niveau fondamental Æ, qui est non dégénéré. 
Rappels sur l’oscillateur Harmonique : on a 4610 >= £09|/0 > avec 


1 
Ep = jh 


On déduit que la correction au premier ordre est 


E® =< 0|É10 >= J& < 0&|x >< x|0 > 


3 
= Jar |< æ[0 >? = A 


(c’est une intégrale Gaussienne, cf A.3). 
et au deuxième ordre : 


x 2 
L< n'|H:|0 >| 21 0% 


ROSES, pe 
n'Z20 


(Le calcul plus compliqué, se fait grâce à l’algèbre des opérateurs a, a*). 


Et l’on a au final 
E=€e0+)EN+VED TL... 


Eg — En 8 uw 


Voir figure 6.3, où ce résultat est comparé à un résultat exact obtenu de façon numérique. 
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E() Exact (numérique) 


0.6 


0.5 


perturbation 
2ème ordre 


0.4 


0.3 


0.2 


0.1 


0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 ( 


À 


FIG. 6.3 — Eo(À) pour eq(6.3). 


Dégénérescence E; 
E 
Â E, ; 
E,; 
€ E 2,1 


F1G. 6.4 — La dégénérescence en À = 0 de multiplicité N = 3 est levée par la perturbation. 
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6.1.3 Cas de niveaux dégénérés 


Supposons ici que la valeur propre € de À, soit dégénérée avec la multiplicité N € 
N. On s'attend à ce que la perturbation lève la dégénérescence, c’est à dire enlève la 
dégénérescence. Lorsque la dégénérescence est due à une symétrie, il faut que le terme À, 
ne respecte pas cette symétrie. 

Pour À = 0, il y a donc N vecteurs propres de Ho. orthogonaux notés |n,i >, à = 
1,...,N que l’on connaît, et qui ont la même valeur propre €. 

On dit que ces N vecteurs forment une base de l’espace propre dégénéré, noté #., 
qui est un espace de dimension N. 

On cherche à décrire la modification de la valeur propre € pour À £ 0. 

On écrit comme ci-dessus : 


E(})=e+AE +EO +... 
kb (À) >= pO > +10 > +229 > +... 


(cette fois ci, on introduit [Y(0 > car on ne sait pas si [Y (A) >— [n,i > pour À — 0. Le 
vecteur [#0 > est inconnu). 
On obtient à nouveau 


M: ÉlpO >= elpO > 
À : lp > +, | 0 > elp®) > +E0)490 > 


On projette la première équation (X°) sur les états In ># H., n! Zn, donnant : 
(en — €) < n'[yO >= 0 


donc < n/|[y(0 >= 0. 

Ainsi le vecteur [#0 >e H. appartient à l’espace propre dégénéré. Ce vecteur inconnu 
est caractérisé par ses N composantes< n, i[9(0) il: 

On projette la deuxième équation (A!) sur le vecteur de base |n,1 >€ H. : 


E < n, ily® > +< n, il |# 0 >= E < n, ilp® SH e n, i[g0) > 


ainsi : 


<niliyO >= EN <nilpO >, 


qui montre que la correction à l'énergie E0) est une valeur propre de la restriction de 
la perturbation H, à l’espace propre dégénéré #., et que |) > est le vecteur propre 
correspondant. 

Pour exprimer autrement ce résultat, on à < nil 4/40 nb D n,ilAi|n, j >< 


n, ji) >. Notons 
di =< n,ilpO > 
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composantes inconnues, et 


Hi, DS nil Ai|n, > 


que l’on peut calculer. Alors 


(H;,;) est une matrice N x N, et possède donc N valeurs propres distinctes EN, 41 


..,N,et N vecteurs propres orthogonaux associés : jo) >. Voir figure 6.4. 
Ce résultat simple a de nombreuses applications, voir TD : 
— TD : Molécule Na-Cl dans champs électrique : rotateur rigide, cf Bransden [BC89] 
p531-533. 
— TD : Effet Starck, champ électrique sur atome H. polarisabilité. 
— TD : Structure fine de l’atome H, à mentionner ou TD ?, 
— Structure hyperfine : cf Cohen Chapitre XIT. 
— TD : exemple : Oscillateur harmonique 2D isotrope, perturbé par … 


6.2 Théorie des perturbations dépendant du temps 


référence : Bransden [BC89] p410-426 : théorie et Bransden p494-492 : application. 

On va ici illustrer la théorie des théorie des perturbations dépendant du temps, en 
étudiant un atome avec un électron soumis à une onde électromagnétique extérieure, dans 
l’approximation dipolaire électrique. Voir figure 6.5. On cherche à décrire l’évolution résul- 
tante de l’atome dans le cadre de la mécanique quantique. 

En particulier, on observera si l’atome absorbe de l’énergie du champ ou si au contraire 
il perd de l’énergie. 

Ce problème rentre dans le cadre très général de l’étude des interactions entre le rayon- 
nement et la matière. 


6.2.1 Rappels sur l’approximation dipolaire électrique 
6.2.1.1 Onde plane 


ref : Cohen T p1300. 
Une onde plane dans le vide, de vecteur d’onde k, de fréquence w est décrite par les 
champs électriques et magnétiques : 


(6.4) 
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E — 
À a) 
He 
@ - @ - 
+ d 
NL 7 
charges 
atomiques 


Onde plane incidente 


F1G. 6.5 — Action d’une onde plane incidente sur un atome : il se met à osciller dans la 


direction du champ électrique incident. 


avec les contraintes : 


WW 
C— 
k 
+ Ts 
B|=-/E 
C 
a ST 
HET 
CU 
É 
K 
B 


Il reste comme paramètre libre les deux phases du vecteur complexe É:, dans le plan 
orthogonal à k. Ces deux phases décrivent la polarisation du champ électromagnétique. 
Par exemple polarisation Droite/Gauche ou rectiligne y/z. 

Le champ B oscille donc avec le champ E. 
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6.2.1.2 Forces électriques et magnétiques 


On remarque le facteur 1/c pour l’intensité du champ B par rapport au Champ E. Cela 
a la conséquence suivante : pour une particule de charge q, de vitesse vw, l’intensité des 


forces électriques et magnétiques sont respectivement : Fx = QE, FB = la AB | = quB = 


DE — PF. (2 
DER PES (2) 
Donc pour des vitesses non relativistes vu  c, la force magnétique est négligeable : 


Fr € FE 


on ne gardera donc que la force électrique Fr = qÊ(E, t) s’exerçant sur l’atome. 


6.2.1.3 Approximation dipolaire électrique 


Une approximation supplémentaire est que le champ E (#,t) peut être considéré comme 
uniforme près de l’atome, dans les cas qui vont nous intéresser. 
En effet la longueur d’onde de la transition n = 2 — n = 1 dans un atome à un électron 


est Q@ 
1,2 L7 


alors que la fonction d’onde de l’électron est distribuée sur une distance de l’ordre de : @Q@ 
n?2 
= [0.8— | 10 
e= (085) 10 1m 


ainsi : 
{r) & À 


et la fonction d’onde subit à l'instant { un champ électrique quasiment uniforme (ï.e indé- 
pendant de #) dont la valeur est celle à la position t, de l’atome : 


E(&,t) © E(to,t) 
Cette approximation n’est pas valable pour les longueurs d’ondes trop petites, c’est à 


dire à partir des rayons X. 
La force électrique dérive alors d’un potentiel scalaire H; linéaire : 


où D = —q x est le moment dipolaire électrique de l’atome à un électron. 


6.2. THÉORIE DES PERTURBATIONS DÉPENDANT DU TEMPS 177 


Dans cette approximation dipolaire le Hamiltonien de l’électron s'écrit : 


À = Ëo + Hi(t) 


Hamiltonien non perturbé 


perturbation dépendant du temps 


Remarque : Une dérivation plus rigoureuse de l’expression de À à partir de l’expression 
eq.(??) est donnée dans Cohen T [CBF|, page.1298. 


6.2.2 Effet d’une onde cohérente ; transitions dans le spectre dis- 
cret 


Supposons que à l’instant t = 0, l’atome soit dans un état 
(= 0) >= le > 
qui est un des états stationnaires du spectre discret de À : 
Hol be >= Elus > 


On suppose que le champs électromagnétique (2?) apparaît pour t > 0, et que son action 
est assez faible pour le traiter comme une perturbation. 


6.2.2.1 Question : 


Quelle est l'expression de l’évolution de l’état \p(t) > pour t > 0 ? [à exprimer dans 
la base |Ÿx >). 
En particulier, quelle est la probabilité de transition vers un autre état [di > du 
spectre discret : 


Pas (6) = |< lb) > =? 
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. P,L()? 


6.2.2.2 Solution : 


pour cela on décompose |Ÿ(t) > dans la base propre de À) : 
HO>=S W>e tr (5) 
ee,” ne 


Evolution sous H5, Coef inconnu 


où c(t) € € sont des composantes inconnues. 
At=0ona 
Ck(t —= 0) —= dE (6.5) 


On a aussi : 


et 
Put) = |< lt > = [al 


Pour pouvoir considérer le champs Ë comme une perturbation, on remplace Ê par 
E =\E, dans l'expression de À, avec À un paramètre sans dimension, et Es un champ 
fixe. On écrit aussi A1(t) = —Qq à Eo(t ), et 


À(t) = Ho + XË(t) 


Cela nous permet juste de faire des développements limités pour À — 0. On développe 
alors 
tt co + Xl) “hs Xe) LE 


et l'équation de Schrüdinger 


LAURE (540) GE) > 


dt 
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s'écrit alors : 
Dm > ei (-55a + =) = _ (A + XË (4 )) 5 hé > ei a) 
k 
=V ei (- 2 Exlde > Lx (é )lUx >) 
k 
soit en multipliant par < | : 
ca = Xe Date rer < En (tue > (6.6) 
k 


On notera l’élément de matrice de la perturbation : 


Hit) =< dl A1(t)| Ur > 
et la fréquence de Bohr : 
E; — Ey 
h 


L’équation (6.6) est rigoureusement équivalente à l’équation de Schrôdinger. On peut 
la développer en puissances de À. Cela donne : 


Wb,k — 


0 de = 
À a —=0 
(1) ] : 
Ni M =) Om) 


La résolution tenant compte des conditions initiales (??), donne : 


co (t) _ 0p,a 
1 
() 


( 


È —i th cuvet H,,(t") dt! 


donc au premier ordre : 


JAI. : 
(t)= > l etat H,(t)dt|, b£a 
R2 Jo 
on obtient : 
| | 2 
: 1 1 _ ei(Uratu)t 1 _ ei(ure-w)t 
PO = MT + vs 


Uba + W Uba — W 
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P.(t) 

paf 1/t 

= 

[l 

[ 

[ 

| 

L as 
—O 0 +0 Op a 


F1G. 6.6 - Allure de PD, (6. Pour 1 € wt, les deux pics provenant de chaque terme de 
(6.7) sont bien séparés. 


dont l’allure est donné sur la figure 6.6. 

Dans le cas qui nous intéresse, [wy| > 10/2H2 dans l’infrarouge, le visible ou l’ultra- 
violet, et la durée t du pulse de radiation, est suffisamment grande pour avoir wt ÿ 1, et 
donc une bonne séparation des termes de eq(6.7). 

Ainsi PO, (#) est important que si l’un ou l’autre des dénominateurs est proche de zéro, 
c’est à dire si Wa © Ew, et alors : 


P9, (0 = Wal pe (4 + w) (6.8) 
nl ) > h?2 > Wa w ; 
avec 
HO), 4040 
F (1,0) = rs 6.9 
6,9) 2: siQ=0 (6-2) 
et 


( = Wpa +w: désaccord de fréquences 


Voir figures 6.7,6.8, montrant la croissance de P,(t) et ses oscillations si il y a désaccord 
de fréquences. 
Remarquer que f FdQ = 2rt donc 


F(t,Q) — 27t6 (Q), pour t — (6.10) 


6.2.2.3 Interprétation des résonances : 
— Si Wa = Ww alors 
E, = E, + hw 


L’atome a gagné l’énergie ñw de la part du champ électromagnétique clas- 
sique. 
Bien que le champ soit ici classique, et que son aspect dynamique ne soit pas traité 
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Pb(t) 


FIG. 6.7 - Allure de la probabilité de transition PO, (#), selon que Q À 0 ou ( = 0. Dans 
ce dernier cas, le résultat n’est valable que tant que Pat) 1. 


FIG. 6.8 - Graphe de F(t,Q) à t fixé, voir eq(6.9). 
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(c’est un champ extérieur fixé), on se permet alors de dire que l’atome a absorbé un 
photon d’énergie fw. Cette interprétation ne se justifierait que si on traitait aussi 
les équations dynamiques du champ dans le cadre de l’électrodynamique quantique 
(Q.E.D.). 
— Si Wa = —W alors 
Ey = E, — hw 


L’atome a cédé l’énergie hw au champ électromagnétique classique. 

On dit que l’atome a émit un photon d'énergie fw. C’est le phénomène d’émis- 
sion stimulée. (Rigoureusement encore, il faudrait la Q.E.D.). 

Finalement, on a retrouvé les relations de Bohr (1913). 


Remarque 

— Les résultats que nous venons d’obtenir sont très analogues aux phénomène de ré- 
sonance en mécanique classique linéaire (résonances et battements). C’est le même 
phénomène ici retrouvé dans le cadre des états quantiques. 

— On a Wys| = |Wy| montrant que dans cette description, le processus d’absorption 
et émission stimulée ont la même probabilité. En réalité ce n’est par vrai, et la diffé- 
rence se calcule dans le cadre de la Q.E.D. qui considère le champ comme un système 
dynamique. 

Néanmoins, il est possible de calculer la différence sans rentrer dans la complexité 
de la Q.E.D.. C’est l’argument d’Einstein qui utilise des considérations de physique 
statistique pour la dynamique du champ et de l’atome. Il montre alors la nécessité 
du phénomène d'émission spontanée qui est que l’atome peut transiter de FE, vers 
FE, < E, en émettant un photon , même en l’absence de champ extérieur. 

Ce phénomène a un équivalent classique : la radiation de Larmor d’une charge accé- 
lérée. 

Cf Bransden p499-501. @@ (à rédiger ici) 


6.2.2.4 Expression de [Wy| 
La probabilité de transition P,4(t) eq(??), dépend de l’élément de matrice : 
EL — 
Wa =< Dos T EE la > 
donnant : 


2 2 9 
|Dyal” COS” 0 (6.11) 


T 
— = |Dyal? cos? 0 (6.12) 


où D, sont les éléments de matrice de l’opérateur moment dipolaire électrique D = 
—e x, et où l'intensité de l’onde incidente Z est obtenue par la norme du vecteur de Poynting 
SC AB;: 
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2 


EoC $ ne OR 
: intensité de l'onde incidente 


I = flux d'énergie incident = (15) Si É, 


Le résultat (??) montre que l'influence du champ E sur l’atome est directive à cause 
du terme cos? 0 : l'absorption d’énergie ou l'émission d’énergie se fait de façon privilégiée 
si D est parallèle à E. Voir figure (6.9). 


F1G. 6.9 — 


6.2.3 Effet d’une onde incohérente 


Nous supposons toujours l’atome soumis à l’influence d’une onde électromagnétique à 
partir de &t = 0. Maïs maintenant, nous supposons l’onde incohérente, c’est à dire que 
c’est une superposition d'onde planes de différentes fréquences w, (avec des déphasages 
aléatoires). 

C’est le cas de la lumière émise par une ampoule par exemple, où cette lumière est la 
superposition de nombreux trains d’ondes provenant de la désexcitation indépendantes de 
nombreux atomes. 

Au contraire un faisceau cohérent est produit (dans une certaine limite) par un dispositif 
LASER. 

Du fait de l’indépendance statistique des ondes planes composant un faisceau incohé- 
rent, on somme les probabilités (et non pas les amplitudes). 
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6.2.3.1 Question : 


Dans le cas d’un faisceau incident incohérent, quelle est la probabilité de transition 
de l’état atomique |, >vers un autre état |ÿx > du spectre discret : 


Pre 


a—b 


6.2.3.2 Solution 
On a 


on utilise (??) et (??), donnant : 


LÉ 


: 2 
Pa (t) = 5 [Wal t = cos? 0 |Dyl t 


2 
h?c€o 


où J est l’intensité de l’onde incidente à la fréquence wy. 
qui n’est valable bien sûr tant que P 1 (car on utilise la théorie de perturbation qui 
suppose cela). La croissance P#(t) est donc linéaire. 
On défini : 
Inc 
Top — drai 
dt 


= constante _: taux detransition 


et 


Ta : : 
Ob = Fa (fiww)  : section efficace d'absorption 


Si la radiation incidente est non polarisée et isotrope, c’est à dire si les trains d’ondes 
ont des polarisations et directions indépendantes, et on obtient @Q : 


Dh) 
de ce ab 


Exercice (TD) : @@ Bransden p508, la loi de somme de Thomas Reiche Kuhn. 


6.2.3.3 Loi de décroissance 


@Q 
Bransden p509, distribution Lorentzienne, partie imaginaire de E. 
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HE (t) 
À 


linéaire 


F1G. 6.10 — Loi linéaire de la transition induite par un faisceau incohérent. 


6.2.4 Transition vers les continuum; La photo-ionisation; Effet 
photoélectrique 


On considère toujours le même modèle que précédemment, mais cette fois ci, on s’inté- 
resse à la transition de l’état fondamental d'énergie E, (état lié) vers un état du continuum 
d'énergie FE, > E,, qui est un état non lié, où l’électron de l’atome est libéré et part, voir 
figure 1.20, page 46. 

Dans l’état final, l’atome est donc ionisé. 


On notera 

dn 
E) = — 
p(E) GE 


la densité de niveau qui est le nombre de niveaux par intervalle d'énergie, que l’on supposera 
constante autour de y. 


On supposera aussi Wal constante autour de E4. 
Voir figure 6.11. 


: densité de niveaux du continuum 


Question : En sommant sur les probabilité P,_(t), donner Ps-_,cont(t) qui est la 
probabilité de ionisation de l’atome ? 
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ÊÉL=È +R OO — === Continuum 
Transition 
E, __= _____ Fondamental 
FIG. 6.11 - 


Solution 


Ps = > Pa (t) 
b 


d 
= | P, (0 p(E)dE  cardn= Ta dE = p(E)dE 


dE 
Donc, comme % = À 
27 
Ps) = p(Ey) h Wal? t 


ce dernier résultat s’appelle la règle d’or de Fermi. 


6.2.4.1 Remarques 


— Noter que cette probabilité est proportionnelle au temps t (tant que P,_ com & 1 
bien sûr), et aussi proportionnelle à la densité de niveaux p(Æ4). 
— (TD) Si l'énergie cinétique finale est très supérieure à l'énergie potentielle alors E = 
2 comme pour une particule libre. La densité de niveaux est (voir TD, ou chapitre 
1 @Q) : 
dn 27 
P( lee 73 (2m) Vh 
où V est le volume où se trouve la particule libérée (V grand et n'apparaîtra pas à 
la fin). 
on obtient alors @@ (Bransden p519), pour la section efficace différentielle d’io- 
nisation (section efficace par unité d’angle solide) : 


do h VAE 
(io) = 39% L 
aa) 32a (Æ) cos” 0 
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Paso (t) 
À 


linéaire 
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F1G. 6.12 — Loi linéaire de la transition induite par un faisceau cohérent vers un continuum 


d'états. 


Pour un faisceau non polarisé, on obtient : 


onde incidente 


electron éjecté 


O 


Atome 


F1G. 6.13 — Diffusion de l’onde électromagnétique polarisée rectiligne, sur un atome, éjec- 


tant un électron dans le vecteur impulsion k. 


où © est l’angle entre k et l’axe de faisceau incident. 
— La section efficace totale (intégrée sur toutes les directions) est : 


167 V2 


o(w) = 3 


: 


Zz\S/r\772 
NC 
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— courbes expérimentales @@ 


[ 
Â EEK 
Faisceau 
incident 
= 
Polarisé z 
(a) (b) 


F1G. 6.14 - Distribution angulaire de probabilité de l’électron éjecté lors de l’ionisation, 
dans le cas (a) d’un faisceau polarisé selon z 
ou (b) d’un faisceau non polarisé. 


Exercices 
— TD : Photo-désintégration du deuton, Bransden p520 @@ 
— TD : Théorie élémentaire de la constante diélectrique £(w). 


6.3 Méthodes variationnelles 


6.3.1 Méthode variationnelle pour problèmes stationnaires 


ref : Ballentine [L.E90/p.270. 
Le résultat que nous allons montrer est très simple, mais très utile dans de nombreux 
problèmes de physique quantique, où il est impossible de connaître la solution exacte. 


6.3.1.1 Propriété 


Si Fo est l’énergie fondamentale de l’opérateur À , alors pour tout état [9 >, on a : 


< #|Ë| > 


FE 
DETTE 


preuve : 
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si le spectre de À est : Alÿn >= EnlŸn >, on a [d >= Du ln >< Ynl >, donc : 


< Ag >= ŸEnl< lin >P > Eo D |< lb >Ù = Eo < lg > 


= 
Cette propriété ne dit en fait rien d’autre que : la moyenne d’une série de nombre est 
plus grande que le plus petit des nombres de cette série. 


6.3.1.2 Méthode variationnelle 


Dans un problème où l’on cherche à estimer l’état fondamental |) > et son énergie 
Eo ; 


1. On choisit un famille d’états quantiques |9, > appelée famille d’essai, dépendant 
d’un paramètre continue 1, ou de plusieurs paramètres. 
2. La propriété ci-dessus se traduit sur le graphique (6.15), et le calcul consiste alors à 


x + _ <ulËldu> gpit moin: 
trouver le paramètre y* tel que E, = — PRIETES soit minimum. 


3. On espère alors que [p,+ > sera une bonne approximation de l’état fondamental 49 > 
inconnu, et que E,+ sera une bonne approximation de son énergie E. 


E, 


FIG. 6.15 — Illustre la méthode variationnelle : Pour estimer Æ£, on recherche le minimum 
de E, =< 6,|H |, > / < ul, > en fonction de y. 


Dans de nombreux problèmes importants (ex. théorie B.C.S$. de la supraconductivité) cette 
méthode est irremplaçable. Cependant la difficulté est de choisir la “bonne” famille d’essai 
sur des critères d'arguments physiques (pour bien approcher Es), et aussi de calculabilité 
(il faut pouvoir calculer la moyenne). Souvent les calculs se font à l’ordinateur. 
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6.3.1.3 Exemple : vibration anharmonique d’un atome (TD) 
On reprend l'exemple (??) page ??, avec 


2 | 
À = 2 + hi + 1 
2m 2 
pour À > 0, il est impossible de calculer analytiquement l’état fondamental. 
Pour la fonction d’onde d’essai, il est naturel de choisir une fonction gaussienne nor- 


malisée, de largeur variable a, voir (??), page ?? : 


- : L ge 
z|Ÿo >= Pr ro 


Calcul de l’énergie moyenne : 


E, =< YA |É >= [& he (-1/02 +22 jot) + La? + at À ex “a 
o — Ca (En) De 2m 9 (ro?) P o2 


C’est une intégrale Gaussienne (??), et donne : 


k [vw 1 3 1 
E, = \| — Se OR 2, 
noi m ( +ntia) 


avec 
— sh. > 0 
o2V km 
et 2) 
Er 


Recherche du minimum de E,; On observe que pour w — 0 ou +co, alors E, — +oo. 
Cela garantit l’existence d’un minimum de la fonction Æ (w), que l’on trouve en écrivant : 


dw 
&uw®—-w—6g = 0 
C’est une équation du troisième degré. 
Posons 
G = 34 


Alors si G > 1, la solution est 


[el 

Il 
S 
“ 
Q 
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et si 0 < G < 1 la solution est 


WU — Tes (©) 


COS @ 


S 


Résultats numériques et observations On pose Eysriat. = E (Wmin). Comparons à la 
solution exacte (numérique). 


CIO LIL Li 


Co [0 [oo [ouos| 00% | 006 | 


On remarque que les résultats sont bons, avec une faible erreur, et d'autant meilleurs 
que À — 0. Cela tient du fait que la fonction d’onde d’essai est la solution exacte pour 
À = 0. 


Exercices (suggestions) TD : États électron. de l’hélium par th. perturbation 1er ordre, 
et methode variationnelle. Tenir compte du spin, cf Sakurai p369. 

Ex : excitons en puits quantiques, cf livre Singh p300. 

Approx particules indépend pb dépendant du temps et états coh. donnant la mécanique 
classique. 

TD : modèle de Friedrichs et applications. 
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Chapitre 7 


Symétries et rêgles de conservation 


7.1 Propriétés et méthodes de base 


7.1.1 Spectre commun de deux opérateurs qui commutent 


Jusqu'à présent nous avons discuté le spectre d’un seul opérateur à la fois. La propriété 
suivante qui concerne deux opérateurs est très utile pour la suite. 


Propriété Supposons que deux opérateurs auto-adjoints À et B commutent, 


(c'est à dire que | 4 À] = 0). Alors il existe une base propre commune des 


deux opérateurs. C’est à dire qu'il existe une famille de vecteurs |[V; > formant 
une base de H, tels que 


ÂM>=alV> et BV >=" > 


(Ici à est un indice discret ou continu selon que le spectre est discret ou continu). 
Géométriquement, les espaces propres de À sont invariants par l’action de 
B, et inversement. 

Plus généralement on peut énoncer une propriété similaire pour N opérateurs 
qui commutent deux à deux. 


preuve : (cf Bransden p205). 

Considérons tout d’abord un opérateur À seul, et son spectre. On note a les différentes valeurs 
propres de À. Chaque valeur propre peut avoir une certaine multiplicité d, > 1, et l’espace propre 
correspondant noté #, est de dimension d,. Ainsi on décompose : 


H= PH 
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Considérons l'opérateur B. Soit un vecteur fb >€ Ha. Par définition, Âly >= alÿ >. Notons 
[b' >= By >, alors 
Â|g! >= ÀÂB|y >= BÂlb >= aBl|p >= alÿ' > 


donc |[Ÿ' >€ Ha aussi. On dit que l’espace propre Ha de À est globalement invariant par 
l'opérateur B. On peut alors chercher le spectre de B dans chaque l’espace H{, . Un tel vecteur 
propre |V; > vérifiera donc B|V; >= b[V; > et À[V; >= a[V; >, car |[V; >€ Ha. 


7.1.2 Application : recherche du spectre de Â 


L'application habituelle de cette propriété est la suivante : 


Si À est un opérateur dont le spectre est connu, et si l’on a |A, À] = (0, alors la 


propriété ci-dessus permet de simplifier la recherche du spectre de À. Il suffit : 


1. Chercher les espaces propres H, de l’opérateur À 
2. Chercher le spectre de À dans chaque espace propre Hs. 


On a vu que la dynamique générée par H est interne à chaque espace #4. 


Exemples simples Voici des exemples (simples ; on verra des exemples plus compliqués 
plus loin, montrant l’intérêt de la méthode). 


1. Pour une particule libre dans (x, y, 2), on a H=i , et donc LE Âl = 0, c’est à dire 
À, = Pa, et À) = Du et À3 = ÿ,. L'espace propre commun de valeur propre (Px, Py; P:) 
correspond à une onde plane |p4,py,p >(Il est de dimension 1).Par conséquent les 
états propres de H sont des ondes planes. 


2. Pour une particule à une dimension, dans un double puits de potentiel symétrique, 
H = 3 + V(x), considérons l’opérateur de parité P défini par : 


P: (x) — p(-x) 


C’est un opérateur unitaire. On a P2 = Id, et donc ses valeurs propres sont +1. 
L'espace propre associé à la valeur propre +1 est constitué par toutes les fonctions 
paires, H,. L'espace propre associé à la valeur propre —1 est constitué par toutes 
les fonctions impaires, H_. Ce sont des espaces de dimension infinie, et l’on a H = 
L?(R) = {: 8 H_. 


On a LA : p| = 0 (vérifier), et la propriété ci-dessus, permet de chercher les fonctions 


d'ondes stationnaires (spectre de À ), parmi les fonctions paires puis impaires. cf TD. 
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7.1.3 Loi de conservation et groupe de symétrie dynamique 


Supposons encore que [A ; À] = (0, et que À soit un opérateur auto-adjoint. 


Rappelons que l’opérateur auto-adjoint À peut s’interpréter comme étant une obser- 


vable physique, ou encore comme le générateur d’un groupe à un paramètre de 
transformations : 


GA) = exp (-p 4) 


De même pour l’opérateur ÆH qui génère les opérateurs unitaires d’évolution : 


|A, À] =) 

Le. À] =f) 
LA, (D] =0 
AOROIET 


en effet, par exemple si [À] = 0, alors LO(#, À] — lexp (Ar) À] — br L (-ifiyn) À] = 
0 car LA, À] = 0, Vn. 

Nous allons voir maïntenant que chacune de ces quatre relations a une interprétation 
ou une conséquence physique spécifique. 


Tout d’abord la relation LA ; À] = 0 à été exploitée au paragraphe précédent. 
Ensuite : 


7.1.3.1 Loi de conservation : 


De la relation LAC = 0 on déduit que quelque soit l’état initial | >, la valeur 


moyenne de l’observable À sur l’état lb(t) > est constante au cours du temps : 


(à) (t) = constante (tel) 


Plus précisément, toute la distribution de probabilité de l’observable sur l’état 
(2?) est conservée. 


preuve : (À) (+) = my < VOA >= mix < O0 (ADO) >= my < 
MOILMOMOETIOE (4) (0) , car Ü*Ü = Id. 
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Exemples simples 


1. Pour une particule libre dans (x,y,2), on a À = Ë., et donc (5 À = (0. Alors 


{p) (t) = cste, c’est à dire que l'impulsion moyenne est conservée au cours du temps. 


2. Pour une particule à une dimension, dans un double puits de potentiel symétrique, 
H = 1 + V(x), si l’état [Y(0) > est une fonction paire (respect. impaire) à la date 
t = 0, alors elle reste une fonction paire (respect. impaire) à tout instant f. 


3. Ona LA, ñl = 0 naturellement. Donc (A) (t) = cste : l'énergie moyenne est conser- 


vée. (Attention, on a supposé que l’opérateur À ne dépend pas du temps). 


Remarques : 
— Sur la brisure spontanée de symétrie, qui fait que certains états observés ne respectent 
pas la symétrie de H. Ex : le crayon qui tombe, une particule dans un double puits, 
ou la vie qui a la chiralité droite (on assimile pas le sucre “gauche”). @Q@ 
— Non conservation de la parité par l’interaction faible. (1956) @@ 


7.1.3.2 Groupe de symétrie dynamique 


De la relation ul (é), éQ)] = 0,Vt,, on déduit que la dynamique est invariante par 


les opérations de symétrie G(X). En effet le diagramme de la figure (7.1)(a) commute. On 
dit que le groupe d'opérateurs G(À) est un groupe de symétrie dynamique. 


Ct> 2 2 > 


GX E 
U(D UD se 
ly(O)> Rs ly(0)> w 7 
(a) (b) 


FIG. 7.1 — (a) La relation de commutation ü 40] = 0, Vé, À, signifie que partant 
d’un état |Y(0) >, il est équivalent de le transformer et le faire évoluer ensuite, ou l’inverse. 
(b) La relation LA, &Q)] = 0 montre que si A|ÿ >= E|y >alors |d' >= Gl >est aussi 
vecteur propre de même énergie. 
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La relation [4,60] — 0 a pour conséquence que si H|# >= Elÿ >, et si on 
transforme | >= G|# >, alors 
lg! >= HG|Y >= GH|y >= EG|y >= ElY' > 


donc |’ > est aussi vecteur propre de À , de même valeur propre E. Voir figure 7.1(b). 
Autrement dit l’espace propre d'énergie Æ est invariant par l’action du groupe. 
Si |Y') n’est pas colinéaire à |), on déduit que la valeur propre Æ est dégénérée. Mais 
il se peut que |Ÿ’) soit colinéaire à |). On verra plus loin une règle générale à ce sujet 
(selon que le groupe de symétrie est commutatif ou non). 


Exemples simples 


1. Pour une particule libre dans (x,y,z), on à À = Ë., et donc LE À =L Or p 


est le générateur des translations en espace. Il y a donc invariance de la dynamique 
par translation spatiale. En termes plus simples, une particule libre aura la même 
évolution indépendamment de son point de départ. 

2. On a LA : H| = 0 naturellement. Or À est le générateur des translations en temps. 


Il y a donc invariance de la dynamique par translation temporelle. En termes plus 
simples, une particule aura la même évolution indépendamment de sa date de départ. 


Exercice (TD) : réflexion d’un paquet d’onde sur un mur. 


7.1.4 Exemple plus compliqué : Deux particules en interaction 
mutuelle 


Considérons deux particules en interaction mutuelle, (comme un électron et un proton 
dans un atome d’hydrogène). Supposons que cette interaction soit décrite par une force 
dérivant de l'énergie potentielle V(x1 — %2). 

L'espace de Hilbert total est 


Hiot = H1 © Ho = Le (R°) © Le (R°) 
et le Hamiltonien total est l’opérateur : 


 _ Pi, 2 
H=—+—<+V(i -5 
2m ji 2m HP 2) 
L'énergie ne dépend donc que de la distance mutuelle 7, — 7: des deux particules. 
Le système est donc invariant par translation de l’ensemble des deux parti- 


cules, dont l’opérateur (de translation de À) agissant dans H4+ est : 


: ha Ne 
T; = exp (m3) exp (-3%2) 


Us. ds 
— €EXP (-Fñu) 
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montrant que le générateur des translation de l’ensemble du système est l’opérateur im- 


pulsion totale : 
Pot = Pi + Po 


(rappel : il s’agit en fait de Dix = 1 © Id2 + Id2 @ po, voir eq.??). 
1 


L’invariance par translation se traduit par les relations de commutation : 


A, | _ (7.2) 
LÉ, Bt] = 0 (7.3) 


et ont pour conséquence que l'impulsion totale est conservée, que le système total est in- 
variant par translation spatiale. 


(Bot) (t) = constante 


(Par exemple un atome d’hydrogène aura le même comportement quel que soit sa 
position globale initiale). 

Plus généralement en physique, l’invariance par translation d’un ensemble de particules 
isolées est une propriété fondamentale qui est même un principe en physique des particules 
élémentaires. 


7.2 Groupe de symétrie dynamique commutatif : élec- 
tron dans un potentiel périodique cristallin, spectre 
en bandes. 


ref : Sakurai p265. 

Pour modéliser la dynamique des électrons dans un cristal, une approche simplificatrice 
(approximative) et de négliger tout d’abord, l'interaction répulsive entre électrons. Cela 
permet d’étudier la dynamique d’un électron individuellement. 

Cet électron subit les forces électrostatiques exercées par les noyaux du cristal. Les 
noyaux sont rangés de façon périodique. On modélise donc ces forces par un potentiel V(#) 
périodique, selon les trois translations élémentaires du cristal (voir figure 7.2) : 


Va+ñ)=v(s+8)=v(3+6) =v@ 
La dynamique d’un électron est décrite par le Hamiltonien : 
De sy(é (7.4) 
m 


1Plus généralement, ce calcul montre que le générateur er d’une transformation dans Hiot = H1 ® 
H2 ... @ Hn est la somme des générateurs Gi = G1 PG2...E GN. 


7.2. GROUPE DE SYMÉTRIE DYNAMIQUE COMMUTATIF : ÉLECTRON DANS UN POTENTIE] 


___-7 @--- LL 
ee | 

ue | 
E | : 
_  ! | 

L ,e-_:. 
"= @ 

e 4 
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À 
 _ 


F1G. 7.2 — Dans un cristal les atomes sont répartis de façon périodique. On note di b. ls 
les côtés d’une maille élémentaire. 


7.2.1 Explication qualitative de la formation de bandes 


Sans calcul, il y a une façon simple de deviner la structure des niveaux d’énergies 
électronique dans un potentiel périodique : 
Rappel : le potentiel Coulombien créé par un atome de charge +7 est 


(eZ)el 
ATéo T 


V(r)= 


Le potentiel créé par la structure régulière d’atomes est la superposition de ces potentiels 
individuels, voir figure 7.3. 


FIG. 7.3 — 
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Pour un électron dans le potentiel d’un atome pris individuellement, le spectre est 

discret (comme l’atome H). Les états stationnaires (orbitales atomiques) sont localisées. 
Mais à cause de la symétrie par rotation et du spin, les niveaux sont (quasi) dégénérés. 
Rappel : pour l’atome H les niveaux d’énergie sont 


E12? 
Er 


En = 
n 


avec € = me“/(2h?) = 13,6 eV. et ensuite les autres nombres quantiques sont O0 < 
l<n—1,l <m <1, spin = +1/2. On appelle états s, p, d, f,.. pour respectivement 
[= 0,1,2,3,.. Au total : 


[nombre denremx [2 [2 [6 [2 [6 


On s'intéresse maintenant à un état discret donné pour l’atome seul. cad (n,l,m,spin—+1/2) 
fixés. 
— Si 2 atomes identiques voisins : Les orbitales atomiques sont réparties sur les 2 
atomes (liante-anti-liante) donnant 2 niveaux sérrés 
— Si 3 atomes identiques : on a de même 3 niveaux sérrés.chaque fonction est répartie 
sur les trois atomes. 
— Si N atomes identiques : N niveaux sérrés & bande d’énergie et une fonction d’onde 
stat est répartie sur tout le cristal :onde de Bloch. pour une mole, N & 10%. 
Voir figure 7.4. 
La largeur de la bande dépend du recouvrement des orbitales atomiques. Donc 
bandes étroites pour le niveau 1s et bandes plus larges au dessus. 


FIG. 7.4 — 


Schéma parlant : 
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Par l’imagination, on ressère les atomes (distance inter-atomes a : oo — 0). Les 
orbitales se recouvrent de plus en plus, alors les niveaux passent de largeur 0 (dégénérés) 
à très larges (car recouvrement) 

Par ex : Sodium qui a 11 électrons par atome, et un écart entre atomes a = 3,7, voir 
figures 7.5. Le remplissage des niveaux par les électrons donne la figure 7.6. 


FIG. 7.5 — 


en (E) : mbu dE /éreus 
(pou, Sedcurn) je “>, 


7.2.2 Ondes de Bloch 


Reprenons maintenant le problème qui est de calculer le spectre de l’opérateur ??, en 


utilisant les symétries du problème. 
Le but est de montrer que les symétries par translations sont responsables de la structure 


en bande du spectre. 
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Considérons les trois opérateurs de translations d’une maille élémentaire, 7°, T2, T3 : 


La périodicité du potentiel se traduit par les relations de commutations : 
Ett = era 


On a aussi : 
AP] =0, Vi,j=1,2,3 
Montrant que le groupe de symétrie dynamique sont les translations discrètes du 


réseau, et que c’est un groupe commutatif. 
preuve(TD) : la relation LÀ, ] = 0 découle de [ÿ;, ;] = 0 (car les opérations de dérivation 


commutent). Pour montrer LÂ | = 0, il faut utiliser : 
i=t($+à) (7.5) 


Cela découle de £|r >= #|* >, et il >= [#+1; >, obtenu en eq. (??). Ainsi pour tout état |? >, 
on à a T|# — al +0 >— (z+5) + >. Et de même 7; (é+5) (LE (+5) À — 
(z + ñ) [IT + Fi >. Donc #T; = T (é + ë). On déduit progressivement, que cela est aussi vrai 


pour toute fonction V(x), (d’abord sur les monômes, puis polynômes,.….) c'est à dire : 
v(a)ñ=ñv(+t) 


dans notre cas, V (&+ ñ) = V (à) : par ailleurs À] = 0 donc LA À] = (0. 
Ensuite, d’après la propriété de base page 193, afin d’étudier le spectre en énergie de 


A 


H, 
on cherche d’abord les vecteurs propres communs de RARES 
Ces trois opérateurs sont unitaires, et donc leur valeurs propres sont des nombres com- 
plexes de module 1. 


En effet si Tip >= ÀlY >, alors [y >= Tr iTilp >= Tililp >= AY >, donc [A] = 1. 


On note : 
Bilb>=e lp >, k=1,2,3 


Cette dernière équation est équivalente à : 


(T+h)= er DT), k=1,2,3 (7.6) 


< 
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En effet, (voir aussi eq.??) : 


DE E) ={r-hl)= (AID) = er < xp > 
= ea p(E) 
Ainsi, àg = (91,w2,w3) € [0,2r[° fixés, la fonction d’onde # est déterminée par sa 
valeur qu’elle prend dans une cellule du cristal, voir figure (7.2). 
L’équation (??) est appelée conditions de Bloch, montrant que la fonction d’onde 
db > est périodique à une phase près. 
Une telle fonction d’onde est appelée onde de Bloch. 


7.2.2.1 Spectre en bandes 


Pour g = (ç1,42,v3) € [0,27 fixés, il suffit ensuite de résoudre l’équation de Schrô- 
dinger : 
HYyn — Eve (7.7) 
La résolution de l'équation (??), donne pour ÿ fixé, un spectre d’énergie discret : 


Eye met, t:2:: 


et Yyÿn est une fonction d’onde vérifiant les conditions de Bloch (??). 

Noter que grâce à la périodicité, au lieu de résoudre l’équation de Schrôdinger dans 
tout le cristal, on est ramené à la résoudre dans une cellule seulement. Si il n’y a pas de 
symétrie supplémentaire, on ne peut rien dire de plus. Le spectre est discret en effet car 
une cellule est compacte (comme un puits de potentiel). Voir argument de la figure 1.20. 
(Les conditions de périodicité peuvent s’interpréter en disant que grâce à la périodicité, 
l’espace de configuration est devenu un tore T*). 

A n fixé, et pour différent ÿ, la valeur E;, parcourt un ensemble d’énergies appelée 
bande d’énergie. Chaque bande est indicée par la valeur de n. 

La figure 7.7, montre l’allure des bandes d’énergie ainsi obtenues. 

Un intervalle d'énergie n’appartenant à aucune bande est appelé bande interdite. 


Remarque : On défini le vecteur ÿ = (p1, p2, ps) par : 
AR — ge, k — 1,2,3 


Comme ÿ, le vecteur ÿ = (p1, po, ps) représente aussi une phase. (Si les vecteurs bi étaient 
orthonormés, hy, serait les composantes de ÿ dans la base /;). 

On peut décomposer la fonction d’onde : 
- D.É 


DE) = d uy(®) 


avec w, (%) qui est périodique (périodicité du réseau) : 


w(r+E)=v(s+ü)e ; ; 


nue Y (&) Pre te 
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E } 


À . . 
| projection 


: <— recouvrement 


<—— Bande interdite 


<—Bande d’énergie 


= 

—T 0 T Pi 
= 

0 QI) ? 


F1G. 7.7 — Allure du spectre d’énergie d’un électron dans un potentiel périodique. On a 
représenté seulement la dépendance en 41 € [-r,7|. 
ainsi Y(X) est comme une onde plane ie, modulée périodiquement par w, (). 

Pour ces raisons de forte similarité avec l’impulsion, la phase p' est appelée la quasi- 
impulsion. 


Remarques 
— Eq ?? s'écrit aussi : 


À D. 5. 
Ti >= exp (4) ld >= exp (4) Mb... k=1,2;3 


montrant aussi l’analogie entre la quasi-impulsion pet une impulsion. 

— Noter aussi que si le cristal a une symétrie de parité @Q, alors E_,,n = Ep: 
traduit par une symétrie des bandes. 

— Près du minimum d’énergie d’une bande, on peut approximer Æ£,(p) par une parabole, 
et écrire : 


qui se 


pi 

2m* 
la coefficient m* s'appelle la masse effective de l’électron. En effet un paquet d’onde 
électronique situé près du bas de la bande, aura les même propriétés dynamiques 
qu’une particule libre de masse m*. 

— Par exemple dans le Germanium, m* = 0,6m%. 


E, (p1) = Eo + 
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— En fait, comme pa trois composantes, m* est un tenseur symétrique de rang 3. 
— Près du maximum d’énergie d’une bande, on peut aussi approximer Æ,(p) par une 


parabole, et écrire : 
2 
Pi 
E = E5 — 
n (pr) F 2mÿ 


la coefficient m; s'appelle la masse effective des trous. (voir cours de physique 
statistique). 


Résumé Il faut retenir le double aspect d’une onde de Bloch (électron dans un cristal) 
— nature d’électron libre car étendu sur tout le cristal, et partie du spectre continu 
dans une bande, comme une onde plane. 
— nature d’électron lié : car modulation de l’onde autour de chaque atome et carac- 
tère discret de l’indice de bande n. 
En d’autres termes, le spectre d’énergie en bande à une partie discrête (l'indice n), liée 
à des écarts d'énergie AE grands, reliés à la dynamique à petite échelle de temps au sein 
d’une cellule du cristal (Tr © ñ/AEËE petit), 
et une partie continue (indice & ou p ) lié à la dynamique balistique à plus grande 
échelle de temps à travers le cristal. 
En termes simples, l’aspect discret des différentes bandes est lié au détail du potentiel 
dans une cellule du cristal, alors que l’aspect continu des bandes est relié à l’invariance par 
translation des cellules dans le cristal. 


Manifestation physique de la structure en bandes Comment expliquer que certains 
matériaux sont isolants comme le soufre, avec une résistivité : 


Psoufre — 107Q.cm 
et que d’autres sont conducteurs comme le cuivre : 
Peuivre 1, 7 107$Q.cm 


et d’où vient une telle différence (23 ordres de grandeurs!) ? 

Pour ces matériaux qui sont des cristaux, la structure en bandes d’énergies est essentielle 
pour expliquer l’existence de matériaux isolants et matériaux conducteurs. Il y a un grand 
nombre d’électrons dans un cristal, et ils sont soumis au principe d’exclusion de Pauli. 
Ainsi ces électrons occupent les états de plus basse énergie des bandes, à raison de un 
électron par état, voir figure 7.8. 

Lorsque ces électrons remplissent entièrement certaines bandes (dites de valence) et 
laisse les suivantes complètement vides, cela donne un matériau isolant. En effet les élec- 
trons sont figés dans leur état quantique, et ne peuvent changer d’état car les états voisins 
sont déjà occupés. Il n’ont pas assez d’énergie pour atteindre la bande supérieure qui est 
vide. Ils peuvent cependant l’atteindre mais avec une probabilité + exp (—-AE/KkT) où AE 
est la largeur du gap. Noter que kT = 1/40eV à température ambiante, et que AE peut 
atteindre plusieurs eV. Cela explique la très faible valeur de la conductivité des isolants. 
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Au contraire si la dernière bande (dites de conduction) est partiellement remplie, cela 
donne un matériau conducteur (conducteur du courant et de la chaleur), comme dans le cas 
du Sodium, figure 7.6, car il y a des états quantiques inoccupés près des électrons qui sont 
au seuil du remplissage. Le moindre champ électrique appliqué permet à ces électrons de 
changer d’état et de se déplacer, engendrant un courant électrique. (Voir cours de physique 
statistique). 

Le spectre en bande d’un cristal est à l’origine de la technologie des 1/2 semi-conducteurs. 
(Voir cours de physique du solide). 


E E} 


<—— Niveau de Fermi 
Excitations possibles 


excitation 
peu probable ( 


Isolant Conducteur 


F1G. 7.8 - Schéma du remplissage des bandes, expliquant la différence isolant-conducteurs. 


Exercices : 
— déterminer la densité de niveaux dans certains cas @Q. 
— Problème sur le spectre de Hofstader @Q. 
— TD : Modèle de potentiel périodique avec faible couplages @@Q. 


7.3 Groupe non commutatif : les rotations et le moment 
angulaire 


Dans le paragraphe précédent nous avons vu comment utiliser une symétrie associée à 
un groupe commutatif, pour trouver le spectre de À. 

Dans ce paragraphe, on considère des problèmes qui ont une symétrie par rotation, 
comme c’est la cas pour un électron en orbite autour du proton dans l’atome d’hydrogène. 

On va aussi appliquer les propriétés générales énoncées ci-dessus, mais comme nous 
l’avons vu en page 134, le groupe des rotations est non commutatif, et cela apporte quelque 
chose de nouveau. 
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Supposons donc que À est invariant par rotations, ce qui se traduit par : 


A 


| Ra (a), À =0, Via (7.8) 


ou 


A 


| Ra (a), ù(®)] =0, Vü,a 


A 


où lèz (a) est l'opérateur de rotation d’un angle à, autour de l’axe à. 


Exemple Un exemple simple et important est le cas d’une particule dans un potentiel 
central, cad ne dépendant que de la distance r à l’origine, et non de la direction : 


A p° 
HERO 4e L? (R°) 


C’est le cas par exemple pour l’atome d’hydrogène où V(r) = ——. mais cela peut aussi 


concerner un électron libre dans une sphère métallique (V(r) = 0 à l’intérieur, et V = 
à l'extérieur). 


7.3.1 Générateurs du groupe de rotation dans Hespace — L? (R°) 


Réf : Sakurai p196. 

Un système quantique général peut être composé de plusieurs particules ayant des 
degrés de liberté spatiaux et de spin. 

Nous avons vu l’expression de l’opérateur rotation À (a) dans l’espace quantique du 
Spin Hspin. Ses générateurs ont été défini en eq.(??). 

Intéressons nous maintenant la partie spatiale, par exemple à une particule sans spin. 
Son état quantique est donc spécifié par sa fonction d’onde Ÿ € Hespace — L? (R°). On va 
chercher l’expression des opérateurs rotation et de ses générateurs. 

La rotation de la fonction d’onde autour de l’axe z s’exprime en coordonnées sphériques 
(r, 4,@) par : 

W (0,0) = (À: (a)w) (r,0,6) = v (1,0, - a) 


voir figure 7.9. 
Or par définition du générateur L, on doit avoir : 


à L 
R, (a) = exp (-%) 


on peut trouver alors D en dérivant par rapport à a (et posant a = 0) : 
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FIG. 7.9 -— Rotation d’un angle «à autour de z, montrant que #'(r,0,w) = 


(Re(a)w) (7,00) = 4.06 — a). 


donnant : 


: h 0 
Les 
i Op 
remarquer que ce résultat est analogue à D; = 22 obtenu figure 2.1, générateur des 
translations. 


7.3.1.1 Écriture vectorielle indépendante des coordonnées 


Propriété . 

les générateurs des rotations dans Hespace = L?(R*), noté L = (£., 

donné par : 
L, = —ih(yô, — z0,) 
L,, = —ih (20, — x0,) 
L, = —ih (xd, — ya,) 


L'opérateur de rotation d’une fonction d'onde d’un angle a autour de l’axe à est 
donné par 
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preuve : 
par le calcul, cf Cohen T. p666. 


Preuve graphique : on aurait L, = (2) L (FA ) — p.p,, Voir figure 7.10, avec p — rsin0, 
Z Z 
et Do — he et du = pdw, donnant bien L, = ai La relation valable pour l’axe z est en fait 


valable pour toute direction, car il n’y a pas de direction privilégiée. 


Z 


F1G. 7.10 — 
| 


Remarques : 

— L'expression de L est identique en mécanique classique. 

— Pour une expression en coordonnées sphériques, voir Cohen p667. Cette expression 
montre comme attendu que la variable r n'intervient pas. 

— Une rotation de 27 d’une fonction d’onde la laisse inchangée, donc, (contrairement 
au rotations du spin 1/2 dans l’espace Hspin), On a pour les rotation dans l’espace 
R* : 

Ra (2x) = Id (7.9) 
Ici pour la rotation de la fonction d’onde spatiale, une rotation dans l’espace (x, y, 2) 
est caractérisée par une matrice 3 x 3, Orthogonale, de déterminant 1 (dite Spéciale) 
il s’agit donc du groupe de matrices noté SO(3), voir Sakurai p169. 
Rappel : Le groupe de rotation du spin est identifié au groupe SU(2), voir page 137, 
et vérifiait. Ry (2x) = —Id. 


7.3.1.2 Relations de commutations 


On a 
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Le, Ly] = ihL, 


LL, Le] = ils 
LL, Lol = ihL, 


preuve (TD) : ces relations ont déjà été calculées pour le groupe de rotation du spin, voir 
eq.4.8. Elle traduisent la non commutativité du groupe de rotation. Mais on peut les calculer à 
nouveau directement ici : 


[Lx Ly] = [YPz — ZPy; Pr — TP2| 
= YPx [P2, 2] + pyx [z, pe] 
= h(xpy — YPz) = ihL, 


car [z,p2] = th. 


7.3.2 Moment angulaire total et conservation 


Considérons un système quelconque constitué de plusieurs particules ayant chacune un 
spin 1/2 ou non. 

En général, il peut y avoir des interactions entre ces particules et des interactions entre 
le mouvement des particules et leur spin (en effet une particule chargée en mouvement crée 
un champ B qui agit sur le moment magnétique de spin), et aussi des interactions entre 
les spins, pour la même raison. 

Cependant on suppose que le système total est isolé, et par conséquent qu'il est 
invariant par une rotation globale du système. 

Voir figure 7.11. Dans cet exemple, l’espace de Hilbert total est (en supposant les 
particules discernables) 


Hiot TT Flespacel ( Hspini (te Hespace2 ( Hspin2 


7.3.2.1 Exemples de termes d'interaction invariants par une rotation globale 


Entre le mouvement d’une particule et un spin il peut y avoir le couplage dit “spin- 
orbite” : 
Hin=crote — A Si. 


où À est une constante avec la bonne dimension. 
Entre deux spins, il peut y avoir un couplage de type “spin-spin” : 


Hess = B S1.52 
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s 
1 
S| ; 
A ? | 
1 2 Rotation Fan 8 
globale É 


FIG. 7.11 - Une rotation globale s’applique sur la position et aussi le spin de chaque 
particule. 


7.3.2.2 Moment angulaire total 


L'opérateur de rotation du système total d’un angle a autour de l’axe ü est : 


avec 


LS — Li + + 1 + CA : moment angulaire total 


Montrant que le moment angulaire total est le générateur des rotation globales 
du système. 
Et d’après l’invariance par rotation globale du système, il commute avec H : 


[A ; Lot = 0 
La loi de conservation qui en découle est la conservation du moment angulaire total : 
(Lit) (t) = constante/t 


On a aussi la relation 
Vu, @, LA, Rtot,a (a)| = 0, 


qui s’interprète en disant que les espaces propres de À sont invariants par les 
rotations globales. 
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7.3.3 Espace de représentation réductible et irréductible d’un groupe 


En termes mathématiques, un espace vectoriel invariant par les transformations d’un 
groupe d'opérateurs, est appelé espace de représentation du groupe. 

Par exemple, ci-dessus, les espaces propres de À sont des espaces de représentation du 
groupe de rotation. 


Définition Un espace vectoriel H qui est espace de représentation d’un groupe (ï.e. in- 
variant) est dit réductible si il s'écrit : 


H = 6 H2 


où H1 et H2 sont des espaces invariants par le groupe. 

Sinon, on dit que H est un espace de représentation irréductible du groupe. 

Pour illustrer simplement cette notion, considérons le groupe de rotation autour de 
l'axe z, qui agit dans l’espace (de représentation) R°. On observe que le plan (r,y) est 
invariant et de même pour l’axe z seul. Ainsi pour ce groupe de rotation, l’espace IR? est 
réductible : 

R° = Ryan Ty a Rare 2 


Mais le plan (x, y) et l’axe 2 sont eux irréductibles. Voir figure 7.12. 


Z 


axe Z 


Plan x,y 


FIG. 7.12 - 


Nous allons voir dans la suite que cette notion d’espace irréductible est très impor- 
tante : nous allons montrer que les espaces propres d'énergie d’un Hamiltonien invariant 
par rotation sont des espaces de représentation irréductible dans le cas général. 

Mais avant cela, nous allons caractériser précisément ces espaces de représentation 
irréductibles. 
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7.3.4 Espaces de représentation irréductibles des groupes de ro- 
tation SU(2) et SO(3) 


cf Sakurai [J.J85] p. 188, Cohen [CBF| p. 653. 

(Ce paragraphe est un peu technique. On aura besoin de ses résultats dans la suite.) 

On s'intéresse ici à des opérateurs de rotations qui agissent dans un espace de Hilbert 
donné H. On s'intéresse d’abord aux générateurs des rotations agissant dans cet espace. 


Propriété Soient des opérateurs Jr. a À,, vérifiant l'algèbre du groupe de rotation : 
Fe À] = ih].. etc. 
On a alors les deux opérateurs suivant qui commutent : 
Es À =0 


et le spectre commun des opérateurs Fa et J? est 


J?lj,m >= #j(5 +1)im> (7.10) 
Jim >= mhlj,m > (7.11) 


ES 


ou j est entier ou demi-entier (j = 0, x,1, e 


29 
m=—ÿ,-j+1,...,4+7 : prend (2j +1) valeurs 
À j fixé, les vecteurs |j,m > forment donc une base orthonormée d’un espace noté H;, de 
dimension (2j + 1). 
On a les opérateurs d’échelle 


(noter que JT = ÉD vérifiant : 


et : 
Jim >= [5 -m)(j +m+1) 5m +1 > 


Jim >= [(G+m) (G-m+1) jm 1 > 
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Voir figure 214. 

H; est un espace de représentation irréductible du groupe de rotation. 

Tout espace de représentation du groupe des rotations peut se décomposer comme la 
somme d'espaces irréductibles : 


H=H; OH, 9... 


j A 
Je Li. etc. J_ 
PET. HO Ni EX H, 
— — —— — —  j= 

_— a  — — j=3/2 ‘y 

— + — à H, 

— 1 — 192 Hip 

j=0 H, 


F1G. 7.13 — Schéma des vecteurs propres communs de J, et J?, notés |j,m >, et action des 
opérateurs d’échelle J.. 


preuve Ps Noter que c’est très similaire au spectre de l’oscillateur Harmonique, avec les 
opérateur a,a*, N, voir page ??. La preuve est aussi similaire. Notons |a,m >un vecteur propre 
commun des craie J? et À, 


J?la,m >= Rala,m > 
J,la,m >= fimla,m > 


Noter que 
Héle I( ÿ, + il) | ( S il) 
= if, fi] +ilf, À] = 22 
Lo d] = ut] ini (in) = and 
et 


Ée À. = 0 


Remarque : Les trois générateurs J,, y À, forment une base de l'algèbre de Lie (espace vectoriel 
de dimension trois), dite algèbre de Lie “so(3) ou su(2). Les trois générateurs J,, J}, J_ forment un 
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autre base de cette même algèbre, qui est plus intéressante, pour les relations de commutations. 
Cette base s'appelle la décomposition de Cartan de l'algèbre su(2). 
On a : 


FE (Acta, m >) = (ani a i.) la, m > 
h 


(+1 +m) (Acta, m >) 


et 


J° (Acta, m >) = Ji J°la,m >= fa (Acta, m >) 


donc on pose : 


1 2 
la,m =m+l>=— (icla,m >) 
C+ 


où c+ est une constante réelle positive, de normalisation, à déterminer. 
Ainsi à partir du vecteur |a, mm >, on construit un vecteur [a,mæ+1 >, etc... Cette construction 


s'arrête lorsque le vecteur (Acta, m >) est nul. 
On a 


a— m? =< a,m|S? — Ÿ?|j,m > 


1 RS Rae 
— <a,m|d4J_ + J_J,la,m > 


1/1: 2 : 2 
3 (20 >| <a [fem >| ) >0 
(on a utilisé J? = J2 + T2 Eee à (A + i,_) 272) 
donc 
a > m2 


donc la construction ci-dessus s'arrête forcément à disons Mynin < M < Mmaz, C'est à dire : 


Lilas >= 0 


J_|a, Min >= 0. 
Et Mmaz Et Mmin Sont séparés par un entier : 
Mmaz = Mmin +, NnEN 
x À à À k L/a à Re 

P-f+f+f-R+ (2,3 +23) 
= Julie = 
= RTS he 

, donc appliqué à |a, Mmax > €t |a, Mmin > on obtient : 


22 
a — Max + Mmax 


EE 2. 
a = Min + Mmin 
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donnant : 


(rhin + n)° DE (his + n) . nes. + Mmin 
Le n° + 27 Minin + Mmin + + Mmin = 0 
& nn +1) + 2mmin (n + 1) = 0 


n 
 Mmin — 72 
Donc Minaz = Mmin + = F5, et on pose 
Ï= Mmaz = 7: entier ou demi — entier 
alors 
a=j(j+1) 
et 


m=—)ÿ,...,+7:  (2j+1) valeurs 


Normalisation, choix de c+ : 
si |[j,m > est normalisé, on a 


5 | Sud pr 
|c+,5m 1? 11; me + 1 >|] Km -delin 
=< jf JR j,m > 
= R(j(G +1) — mm +1) 
et de même pour c_. 


D’après ci-dessus, chaque espace #; est de dimension (2j + 1), et les opérateurs eye 
agissent a l’intérieur de chaque espace #;. Il en est de même par conséquence, pour les 


opérateurs ee JL i.) qui s’obtiennent par combinaisons linéaires, et pour les opérateurs 


de rotation À, (a) = exp (-ifa/ñ), R; À. Donc chaque espace H, est invariant par 
le groupe de rotation : c’est un , ou espace de représentation du groupe de rotation. 
Chaque espace H; ne peut se décomposer en somme de deux espaces invariants par le 
groupe de rotation (i.e. H; £ H1 ® H2, avec H1 et H2 invariants). On le devine en effet, 
car à partir de tout vecteur |j,m >, on peut obtenir |j,m! > par actions répétées de Fe 
Donc #; est un espace de représentation irréductible du groupe de rotation. 


Remarques 
— Ona 


- L 
R, (27) |j,m >= exp (x) lj,m >= exp (—im2r) |j,m > 


_ ljm> sim entier 
7 | —|jm> sim demi — entier 


par conséquent : 
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— Pour le groupe de rotation SO(3), il faut que R(2T) = Id, et donc il faut que j (et 
donc m) soit entier. Dans ce cas, on note : 


FES ss 


Les espaces de représentations irréductibles du groupe SO(3) sont donc H, carac- 
térisées par l’entier {. 
Noter que #, est de dimension impaire (2! + 1). 
— Pour le groupe de rotation du spin 1/2 (groupe SU(2)), il faut que R(4r) = Id, et 
donc toutes les valeurs de j sont permises : 
1:58 
—=0,-,1,-,2... 
J 7 9? 7 9? 
Les espaces de représentations irréductibles du groupe SU(2) sont donc #,;, carac- 
térisées par l’entier ou demi-entier 7. 
— De la relation Le, î = 0, on déduit que Le À] = 0 pour tout opérateur de rotation 


R. On dit alors que J? est un opérateur de Casimir du groupe de rotation. 
L'intérêt est qu’il en résulte que les espaces de représentations irréductibles #; sont 
des espaces propres de J? (voir page 193), et que les espaces irréductibles #; sont donc 
caractérisés (et classifiés) par le nombre j qui est directement relié à la valeur propre 
k?j(j +1) de J?. C’est le grand intérêt des opérateurs de Casimir. Cela se généralise 
pour d’autres groupes. Voir par exemple page 234, pour le groupe de Poincaré en 


relativité. 

— Les vecteurs |j,m >, m = —ÿj,...+ 7j forment une base de l’espace #,. Ces vecteurs 
sont vecteurs propres de JZ,, et le choix de cette base dépend donc du choix de l’axe 
2 


Exercices (TD) 
1. (*) L'espace R° est naturellement un espace de représentation du groupe de rotation 
SO(3). Montrer que R° s’identifie à l’espace #y_1, et identifier les vecteurs de base 
l,m >, dans ce cas, à partir de 5, j,k base de R®. 


7.3.5 Espace de représentation irréductible d’un groupe commur- 
tatif 


Propriété : pour un groupe commutatif, les espaces de représentations irréductibles 
sont de dimension 1. 

Preuve : Si les opérateurs de groupes Gi, Go. (ou générateurs d’un groupe commutatif) 
vérifient (C2 G 1 = 0, alors les vecteurs propres communs (qui existent et forment un base d’après 
page 193) sont une décomposition de l’espace total en espaces de dimension 1. 

L'aspect non commutatif du groupe de rotation joue donc un rôle important, car il 
permet aux espaces H; d’avoir une dimension supérieure à 1. 
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7.3.6 Application : calcul du spectre du rotateur rigide 


Nous avons dit plus tôt que grâce aux symétries d’un problème, ici l’invariance par 
rotation, il était plus aisé de calculer le spectre d’énergie. 

Prenons dans ce paragraphe, l'exemple d’un molécule diatomique rigide, ou rotateur 
rigide. (On ignore ici les mouvement de vibrations de la molécule car on considère qu'ils 
sont trop rigides). 


axe de rotation 


2 


F1G. 7.14 — Schéma d’une molécule diatomique rigide, et de l’équivalence par un masse 
réduire y = a Le mouvement de la particule réduite est sur une sphère de rayon 
To — Ir 1— T' 2|. 


(ref Bransden p272, Cohen p720). 


7.3.6.1 L’opérateur Hamiltonien 


Classiquement l’énergie (cinétique) de la molécule est 


1 1 L? 
Rs 
D La ET: 


avec le moment d'inertie 1 = ré, et le moment angulaire L = rop = rouvo = rourow = 1w. 
Nous considérons donc l’opérateur Hamiltonien : 


LE 
À =— 
27 


où 


L=i+D+I 


Nous cherchons le spectre d’énergie discret de À. 


7.3.6.2 Spectre de À 
(cf Cohen p725). 
On a LA, ie] = 0; LA, | = 0, [À | = 0, mais [L,, L,] = iñL, # 0, donc on ne 


peut pas chercher les vecteurs propres communs de Z, et L,. 
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Par contre [L?, L,] = 0 donc À : £2, L, sont trois opérateurs qui commutent entre eux. 
On peut donc appliquer la propriété page193, et s’intéresser les vecteurs propres communs 
de L? et L,. 

Il s’agit ici du groupe SO(3), et ces vecteurs propres communs, sont justement donnés 
par la propriété page 7.3.4, avec ! = j. Ces vecteurs sont notés : 


me, ler. Mk 


et appelés Harmoniques sphériques. 
On obtient ainsi le spectre du rotateur rigide : 


Alim>=EÆEli,m> , 1=0,1,2,... m=-1l,...,+Hl 


1 2 
E= RU +1) 


L'écart entre niveaux est donc de l’ordre 
AE = Le 1,3 107 eV 
21 ’ 
La valeur numérique est donnée pour la molécule HCI, montrant que les écarts corres- 


pondent à des transitions dans l’infra-rouge. 
Voir figure 7.15. 


E 
À 
etc. 
ÉD ae 
= 
— + — En 
ee ee a eee en 
=2 #2 —] 0 X Il "2 3 m 
É 


FIG. 7.15 — Spectre Æ, = Æh?1 (1 +1) du rotateur rigide. 


Exercice (TD) Conséquences observables du spectre du rotateur rigide, cf Cohen p728. 


Remarques 
— Comme attendu dans le cas général, (figure 7.1), chaque espace propre d’énergie E, 
est un espace invariant par le groupe de rotation, ici Hy. 
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— Le fait que le groupe de rotation soit non commutatif permet que les espaces de re- 
présentations irréductibles soient de dimension supérieure à 1, et donc que les espaces 
propres soient de dimension supérieure à 1. 

Ainsi la dégénérescence du spectre du rotateur rigide est d’une part due à la symétrie 
par rotation, et d’autre part due à la non commutativité des rotations. (On verra la 
propriété générale ci-dessous, page 221). 


7.3.6.3 Les Harmoniques sphériques 


cf Cohen T. p668. 
Le mouvement de la particule réduite est sur la sphère S?, voir figure (7.14), et l’espace 
quantique de Hilbert est donc 
H = I? (S°) 


constitué par les fonctions d’onde #Ÿ (0,4) dépendant d’un point (9,4) sur la sphère. La 
sphère est en effet l’espace de configuration. 
On note par : 
8,6 > 


la “fonction d’onde” de position (distribution de Dirac) localisée au point (9, w). 
La relation de fermeture en position (sur la sphère) s’écrit alors : 


T 27 
Id = d dô / sin(0) dp (0,6 >< 0,v| (7.12) 
0 0 


(Noter que dQ = dô sin(0) dy est l'élément d’angle solide). 
La fonction d’onde des harmonique sphérique est notée : 


Yim (0,9) =< 0,pll,m > 


Leurs propriétés découlent directement de l'étude des vecteurs |j,m > ci-dessus, page 
7.3.4 : 


Propriétés 
— La relation de fermeture (??), donne la relation de normalisation : 


T 27 
l dô } sin(0) do [Yim(8, ©) = 1 
0 0 
— On a (Bransden p265) 


ET ONE |. 
Vim=1 (8,@) — (—1)' | Ar an sin! (#)e Le 


en effet, on vérifie : L. Yu = Rl Yu et LV = Ù: 
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— L'expression analytique des autres fonctions Yim (0,4) s'obtient par application de 
l'opérateur L_ sur Y,,. Voir tableau, et figure 7.16. 


Harmonique sphérique Yi» (4,4) 


Eig 


E2iv 


Les fonctions Yim (0,4) forment bien une base de l’espace de Hilbert L?(R°), car ce 
sont les vecteurs propres communs de Z? et L,. 


7.4 Importance des représentations irréductibles en phy- 
sique 


Voici pour résumé les études précédentes, une propriété générale très utile dans l’étude 
des spectres d’énergie des systèmes quantiques : 


7.4.1 Propriété fondamentale 


Si le Hamiltonien À a un spectre discret, et admet une symétrie par un groupe 
d’invariance dynamique G discret ou continu, cad si 
[4,6]=0, véea 


alors génériquement (c'est à dire résultat stable par toute perturbation respectant 
cette symétrie) , les espaces propres de H sont des représentations irréduc- 


tibles de G. 


En particulier, si le groupe G est commutatif, ses représentations irréductibles sont de 
dimension 1 (exercice page 217), et on s'attend à aucune dégénérescence (générique) 
dans le spectre, 1.e. les niveaux d'énergie sont tous différents. 

Si le groupe G est non commutatif, il admet des représentation irréductibles de di- 
mension d > 1, et on s’attend à des dégénérescences dans le spectre, de 
multiplicité d. (i.e. différents états de même énergie). 
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Eos des om = Cr : M =. id 
2 Polar plots of of the probabiiy distributions Yn(0, 6)? = = = (22) je, ee. F 
ms 


FIG. 7.16 — Dessin en polaire des distributions de probabilités |[Yn (0, )|°. 
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Idée de la Preuve On a déjà montré que les espaces propres de À sont des espaces représen- 
tation du groupe G. Considérons un tel espace propre. Si il est réductible, il se décompose comme 
somme d'espaces de repr. irréductibles, et il est aisé d'imaginer une perturbation de À qui couple 
ces différents espaces. Ainsi la perturbation respecte toujours la symétrie, mais ses espaces propres 
sont les espaces irréductibles. 


Remarques et commentaires 


La propriété montre que “sauf cas exceptionnel” (non générique, cf @@), une dégé- 
nérescence dans un spectre traduit la présence d’une symétrie, et plus précisément 
d’un groupe de symétrie non commutatif. 

Cette propriété est très utile en physique moléculaire par exemple, car connaissant 
les représentations irréductibles des différents groupes (il y a 235 groupes finis tous 
catalogués et observés dans la nature @@), et observant le spectre d’une molécule, 
on déduit le groupe d’invariance, et ainsi on peut déduire la forme géométrique de la 
molécule : 

Spectre = Groupe de symétrie = Forme de la molécule 

Cela montre l’importance des représentations irréductibles de groupes en physique. 
Autre application importante : cf composition de moments angulaires ci-dessous. 
Dans l’énoncé de la propriété, le terme générique signifie “sauf exceptions”. (Il a un 
sens mathématique précis, en terme de mesures). 

Si l’espace propre d'énergie est réductible, cela signifierait que l’on a mal identifié 
le groupe de symétrie. Il y aurait une symétrie supplémentaire oubliée, et donc un 
groupe G’ plus important pour lequel l’espace propre est bien irréductible. 

C’est le cas du spectre de l’atome Hydrogène par exemple, cf ci-dessous. 

Si on est dans un tel cas, et si l’on rajoute un perturbation à À qui préserve seule- 
ment la symétrie de G, alors la symétrie supplémentaire serait brisée, et le gros 
espace propre se décomposerait en espaces irréductibles de G, d’énergies différentes, 
conformément à la propriété ci-dessus. C’est le cas des corrections relativistes dans 
le spectre de l’atome H. 

Considérons le cas du double puits symétrique à 1D : il y a l’invariance par parité 
qui est un groupe commutatif. Le spectre est bien non dégénéré. 

Considérons le cas d’une particule dans un potentiel périodique. Le groupe de symé- 
trie est celui des translations. Dans ce cas le spectre en bandes a des dégénérescences 
mais qui sont dues à l’aspect continu du spectre. La propriété ci-dessus où l’on a 
supposé spectre de À discret, ne s’applique plus. 


7.4.2 Exemple : Spectre de l’atome d’hydrogène 


@Q@relire ce paragraphe @Q 


Pour illustrer la propriété générale précédente, considérons le cas très connu de l’atome 
d'hydrogène. 
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7.4.2.1 Rappels du spectre : 


Le Hamiltonien décrivant la dynamique de l’atome H (particule réduite) est 


(7.13) 
(Dans ce paragraphe on ne parle pas du spin 1/2 des protons et électrons.) 


Il y à invariance par rotation, se traduisant par LA : A = 0. On calcule que le spectre 
de À est : 


À Dam >= Ellis > 


nd. 
[=0,1,...,n-1 
m= —l,...,+ 
avec les vecteurs propres qui sont produit d’une harmonique sphérique et d’une fonction 
radiale : 
je ED > Rai(r) Vim (®, gp) 
et les niveaux énergies : 
€1 
Eh b (7.14) 
avec 
me“ 


On remarque que l’espace propre de chaque niveau d’énergie est 


n—1 
Hi = OH 
1=0 
Cet espace est dimension n°. 
Ce n’est pas un espace de représentation irréductible du groupe de rotation, puisqu'il 

se décompose en espaces irréductibles #4. 

Voir figure 7.17. 
7.4.2.2 Symétrie supplémentaire, et dégénérescence en |! 

Cette situation semble contredire la propriété ci-dessus. 


En fait non, due à la forme particulière du potentiel central en 1/r, il y a une symétrie 
supplémentaire, dont le générateur est : 


2, 1 die 209 à SR È 
À= (fAL- LAS) -mKk 
2m 


FA 
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appelé vecteur de Runge et Lenz, (où X = ). 
On peut vérifier que 


4, À] 0 


et que le groupe de symétrie est maintenant SO(4), et que chaque espace propre Hg est 
irréductible pour cette symétrie. (ref @Q@) 

(Cette symétrie est aussi vraie en mécanique classique dans le problème de Kepler, avec 
le potentiel gravitationnel en 1/r entre deux corps, et est relié au fait que les orbites de 
Kepler sont fermées, ce qui n’est pas vrai en général pour un potentiel central). 


À E 
0 à TE  . 
etc. : 

1 3S 3p 3d 
n=3 —1.51 — a  — — 
n=2 234. =—— 

1 25 2p 

, 1s 
n=1 —13,6 — 

m= m=-] ,0,1 m= —2,—1,0,1,2 

1=0 1=1 1=2 

H5 H; H, 


F1G. 7.17 — Spectre de l’atome H. 


7.4.2.3 Correction relativiste, brisant cette symétrie, levant la dégénérescence 
en | 


La symétrie du vecteur de Runge et Lenz ci-dessus est brisée par le moindre correction 
relativiste ou autre, qui tout en gardant l’invariance par rotation du problème modifie la 
forme particulière du Hamiltonien eq.(??). 

Par exemple, en régime faiblement relativiste, l’énergie cinétique a un terme correctif : 

-4 
H, = 


te — 
8m c2 
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se 
En effet, en relativité, (E) — (mc)?, donnant E = mc4/1+ () = mc + a = 


Se 
Be + o(p #). Pour cela utiliser (1+ æ)* = 1+ ax + La (a — 1) x? + o(x?). 
Les niveaux d’énergie eq. (??) sont alors modifiés par (voir chapitre sur théorie des 
perturbations) : 


a [3 n 
AE =-E,—|(-- 
è "ne É Ta) 


la dépendance en / montre que la dégénérescence des différents espaces propres #, est 
levée, mais que la dégénérescence liée à l’invariance par rotation demeure (indépendance 
par rapport au nombre m). 

Faire schéma @Q. 

Effet d’un deuxième électron @Q@ 

Corrections hyperfines. @@ 


7.4.2.4 Effet d’un champ magnétique extérieur 


Si en plus un champ magnétique extérieur est appliqué, il brise la symétrie par rotation. 
Ainsi la dégénérescence en m est levée, et le spectre est alors non dégénéré (sauf par rapport 
au spin, dont on ne parle pas ici pour simplifier).C’est l’effet Zeeman. 

Si le champ magnétique est constant selon l’axe 2, il subsiste une symétrie de rotation 
autour de l’axe z. 

Cependant cette symétrie ne suffit pas à donner des dégénérescences dans le spectre, 
car les rotations autour de z est une groupe commutatif : 


A A 


R, (a) 1 (8) = R, (8) k, (a) 


7.4.2.5 Structure fine et hyperfine de l’atome hydrogène 


ref : Bransden p370, 376. Cohen T. 

Le spectre de l’atome d'hydrogène décrit figure (7.17) n’est pas tout à fait correct. En 
effet il y a de nombreux effets physiques que l’on a négligé et qui modifient ce spectre. L’ex- 
périence montre les niveaux d’énergie avec une grande précision, et il est donc important 
de tenir compte de toutes ces corrections. Ces corrections sont d’ordre différents. 

Comme il s’agit de petites corrections, la théorie des perturbations est tout à fait 
adaptée. 

Comme le spectre de l’atome H est dégénéré, il faut utiliser la théorie des perturbations 
pour niveaux dégénérés. 


Structure fine : Une correction relativiste portant sur l’énergie cinétique et potentielle 
de l’électron (provenant de l’équation de Dirac) : 


À 2 2 
Pen TR (=) 5(&) 


8mc?  2(mc) \4rE0 
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Une correction due à l’interaction entre le mouvement orbital de l’électron et son spin 
(fspin-orbite”) : 

à 1  1dV > + 

H, = ———>-——L.S$S 

2 (mc) r dr 
Noter que ces corrections respectent la symétrie par rotation de l’atome. La correction 

H} couple la position au spin. Par conséquent seul le moment angulaire total J = L+S 
est conservé. Au résultat, les valeurs propres obtenues dépendent de n et j. 


Structure hyperfine : Il provient du couplage entre les moments magnétiques intrin- 
sèques du proton et de l’électron. Voir page 231, pour son effet sur l’état 1s. 
Ref : Cohen T. p1209. chap XII. 


7.5 Composition des moments angulaires 


7.5.1 Particule composée de deux particules de spin 1/2 


références : Feynman 12-1, 12-2, 12-5. 
C’est par exemple le noyau de Deutérium composé de proton et neutron : 


Deutrium = (proton, neutron) 


ou du pion ñ, formé de deux quarks u,u. 
Ou finalement de l’atome d’hydrogène formé de électron + proton. 
L'espace de Hilbert du spin total est : 


Hot = Fli,2 © Hi/2 
Une base de H;4 est formée par les quatre vecteurs : 
IFÉSIRES ee eee 
où l’on note | ++ >= |+ >1 @[+ >2, etc. 


Si le système de deux particules est isolé dans l’espace, alors il est invariant par rotation 
de l’ensemble, dont le générateur est le moment angulaire total (voir ci-dessus) : 


$-8+8 


Et le Hamiltonien commute avec S$ : 
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Par exemple : 


est bien invariant par rotation globale des deux spins. 


Dans cet exemple on peut vérifier directement que LA ; 5] = 0, en écrivant : 


A 
>. 


= +52 +925,.5, 


donnant : 


et utilisant [52,5] =); 


De l’invariance par rotation, on déduit : 


| 4, 52 =0 
A. | =0 
L$?, | 0 


Pour trouver le spectre de À , on cherche donc d’abord les vecteurs propres communs de 
ro 


D’après (??), ces vecteurs propres peuvent être noté |[J, M > et vérifient : 


EU, M >= MAJ, M > 
SJ, M >= KJ(J +1)|J,M > 


et forment une base orthonormée de l’espace Hi. On veut leur expression dans la base 
RE 
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Propriété Voici la décomposition de l’espace Hi en vecteurs |J, M > orthonor- 
més : 


Triplet 


Singlet :|J —0; M =0 >= ([+->-|[-+3>) 


1 
v2 
Montrant que l’espace His — H1,2 ® Hi 8e décompose en somme deux représenta- 
tions irréductibles du groupe de rotation : 


Hi,2 @ Fip2 = Hg=1 8 HJ=0 Cr.16) 
au niveaux des dimensions d'espaces : 
2X2=3+1 


IDE que les valeurs de J ee de la particule canines sont la somme 
| = = 1 et la différence J = |: — à] = — 0 des deux spins > L'individuels. 


=|3+ 
Les eiienes devant |+,+) dans le expressions des états pie et singlet ci- 
dessus, s'appellent coefficients de Clebsch-Gordan. 


Conséquence, spectre de H : Les niveaux d’ énergie de la particule composée est 
donnée par le spectre de H qui donc a deux niveaux d'énergie, Ey=o, Ey=1 de multiplicité 


respectives 1,3. Pour l'exemple, À = K $.. ë, on obtient Ey = —Æ}? (J(J +1) — à), 
soit : 
E=-2KN 
Don, 
L;5 


Voir figure 7.18. 

Donc dans son état d’énergie fondamentale, la particule composée est une particule de 
moment angulaire intrinsèque J = 0. Dans son état excité elle a un moment angulaire 
intrinsèque J = 1. 

preuve (TD) : 
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F1G. 7.18 — Niveaux d'énergie de À = RSS Le niveau FE, est non dégénéré. Le niveau 
EF; a une multiplicité 3. 


On va utiliser : 


1 ; à La À 2 
= (58 + 591,-52,+ + 80.) 


A 
Er 


S? = 5 + & + 251452 
= 5? + & + (5, 2, + &1. 2, L + 261,822) 


on va aussi utiliser : 
2 3 
S4- >= #21 > 
&1,+|- >= À|+ > 
CAE >= 0 


A h 


On calcule : 
ê,| >= (—1)Âl > 
2, 3 3 1 
S*| > (+) >= 2h°| > 
donc : 


[ESS TESLME ts 
Ensuite, on crée |J = 1, M = 0 > par action de Su 
1 


nv? 


|J=1,M=0> 


À l x x 
SJ=LM=-1>= (64 + 84) -- > 
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et on crée [J = 1,M = 1 > par action à nouveau de re : 

1; 1 à ù 
SJ = LM =0>=—E ($14 + 62) 
hv2 +| ; RV2 1,+ 2,+ 


1 

V2 
1 

…. Né sb. LS 


I =1,M=1> (+->+-+3) 


On a donc obtenu trois vecteurs [J = 1, M = —1,0,+1 > de l’espace H4%4 qui lui est de dimension 
4. 
Le complémentaire orthogonal est de dimension 1, et engendré par le vecteur : 


on calcule de même : 


donc | >=[|J=0,M =03>. 
Le spectre de H s'obtient en écrivant : 


Remarque On peut montrer que l’opérateur À le plus général dans H1,2 ® Hiy2 qui 
commute avec les rotations est de la forme : 


Â=AÏÎ:BSS, 
(réf Feynman 12-5,12-2 p237). 


7.5.1.1 La raie de 21 cm de l’hydrogène 


ref cours de L’X, p236. 

Dans le cas de l’atome d’hydrogène, la figure (7.18), montre comment l’état (1s) est 
en fait formé de 4 états dus à l’interaction entre les spins 1/2 de l’électron et du proton. 
L'écart en énergie est 

AE = Ei — Eo = 6.10 feV 

et s’appelle la structure hyperfine de l’état 1s. 

Si un atome isolé est dans un état d'énergie E1, il n’est pas rigoureusement stationnaire 
à cause du couplage avec le champ électromagnétique. Il se désexcite vers l’état fondamental 
Eo, par émission spontanée avec une durée de vie moyenne très longue : 


r = 107 ans 


Le photon ainsi produit, d'énergie hv = AE à une longueur d’onde À = ©? = 21 cm. 
L'espace interstellaire contient beaucoup d’atome H, et ce signal est observable. C’est 
“la raie à 21 cm”. Il permet d’ailleurs de cartographier notre Galaxie. 
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7.5.1.2 Horloges atomiques et mesure du temps 


La valeur de AE = fiw est connue expérimentalement avec une précision relative re- 
marquable : 1071. 

Cette grande précision sur la période T = 27 /w de transition entre les niveaux Æ% et E: 
est à l’origine de la définition actuelle de la seconde (unité de temps). On utilise la structure 
hyperfine du Césium 133 avec AE = 3,810 eV plutôt que celle de l’hydrogène : 


Définition Une seconde est 9192631770 périodes de transitions de la structure hyperfine 
du Ce 133. 
Les mesures du temps les plus précises sont ainsi faites avec des Horloges atomiques. 
La précision est telle que on vérifie les effets du champ de gravitation terrestre prédits 
par la relativité générale, sur ces horloges atomiques, avec une précision relative de 107$. 


Remarque : Une ancienne définition de la seconde provient de la division du jour (et 
de la nuit) en 12 heures, de la division d’une heure en 60 minutes et d’une minute en 60 
secondes. 

Pourquoi avoir choisi 12 et 60 ? 

Peut être pour des raisons pratiques : parmi les nombres en 1 et 100, les chiffres 12 
et 60 sont ceux qui ont relativement le plus de diviseurs. Un grand nombre de diviseurs 
permet ainsi de diviser un jour de plusieurs manières différentes : 


l'2jour=1xk1h=2K6h= 3x dh=4X3h=6x2h= 12% 1h 


Voir figure 7.19. 

Toujours à propos de la division du temps, il y a 7 jours dans la semaine, car à l’époque 
des Babyloniens, on observait 7 astres se déplaçant dans le ciel (les 7 jours de la semaine) : 
Lune, Mars, Mercure, Jupiter, Venus, Saturne, Soleil. 


7.5.2 Résultat général sur le couplage de deux moments cinétiques 


On conçoit que l’étude précédente se généralise au couplage de deux moments cinétiques 
j1 et j quelconques : 

si deux particules de moment angulaire intrinsèque 71 et 32 sont en interaction par un 
Hamiltonien H , et si cette interaction est invariante par rotation globale du système, alors 
les niveaux d’énergie de H (i.e. de la particule composée) correspondent à des représenta- 
tions irréductibles du groupe de rotation, notée Hy. 

En résumé le problème consiste à savoir comment l’espace de Hilbert Hi = Hi Q Hi 
se décompose en représentations irréductibles H 7. 

Le résultat qui généralise (7.15) est : 
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Nombre de diviseurs de i | 


E 12 60. 
C 48 
10! 3% 1! 
C 24 
8[- | | 
C 12 
EH | 
MN | 


F1G. 7.19 — Nombre de diviseurs d’un entier à. Cette courbe justifie pourquoi les nombres 
12 et 60 on été choisis pour diviser le jour (et la nuit) en 12 heures, et l’heure en 60 minutes, 
et la minute en 60 secondes. En effet il apparaît que 12 et 60 on beaucoup de diviseurs. 
Cela offre la possibilité de diviser la journée de plusieurs manières différentes. 


Exemple : 
He ® Haye = Hy=0 ® Hy=1 


Hi ® Hip2 = Hj=192 ® Hy-3p2 


Hi @ Hi = Hj-0 ® Hy=1 8 Hj-2 
Voir figure 7.20. 
Autrement dit, par rapport à l’état individuel de chaque particule, une base de H,4 est 
(f1, Ma > @|j2, Mo >, Mi=—ÿ,...,+f1, Mo = —ÿ9,..., +0. 

(soit (251 + 1) X (22 + 1) vecteurs). 

mais par rapport à la particule composée, une base de 44 qui est composée par les 
vecteurs propres de H, est : 

[J, M 7 J = [fi — ol,..., [72 + jo], M = —J,...,+J 


qui forme aussi un ensemble de (271 + 1) x (252 + 1) vecteurs. 
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+1 
TRS 
J OR: LAS PR AR LS 
ho Itkl 
Don Sheet teseeté 
0 jh 


F1G. 7.20 — Composition de deux moments cinétiques 1,72. 


Les vecteurs de base |J, M > s'expriment à partir des vecteurs de base |j1,m1 > 
@|j2, m2 > par des relations précises, appelées relations de Clebsch-Gordan. 

Voir tables QQ. 

Exercice : vérifier que le nombre d'état |J, M > est bien (271 +1) x (252 + 1). 


Remarques : 
— Noter que expérimentalement, on peut mesurer le moment angulaire intrinsèque J 
d’une particule en faisant passer un faisceau dans un appareil de Stern Gerlach. Il y 
aura alors 2J + 1 faisceaux à la sortie. cf Bransden p37. 


7.5.2.1 Composition des saveurs de quarks 


@Q@ 

cf Stenberg p214. 

u et d donnant les pions x et 7. (groupe SU2 d’isospin). 
Mélange avec s etc (eight fold way), et spin, états antisym.. 
Composition de trois quarks, donnant À et p et n. 


7.6 Symétries fondamentales en physique 


Il y a de nombreuses symétries dites fondamentales en physiques, car supposées exactes. 


7.6.0.2 Le groupe de Poincaré 


C’est par exemple l’invariance de la physique par le groupe de Poincaré (translation 
dans l’espace-temps et changement de référentiels relativistes), qui est donc responsable de 
la conservation de l’énergie, de la quantité de mouvement, et du moment angulaire. 

On montre que les représentations irréductibles du groupe de Poincaré sont caractérisées 
par deux nombres : m et s que l’on interprète comme étant la masse et le spin des 
particules élémentaires. (ou hélicité si m = 0). Voir [GS84] p300. Ce résultat de Wigner 
est considéré comme un des résultats majeure du XXe siècle. 


@Q 
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7.6.0.3 Autres symétries fondamentales : 


Les forces élémentaires sont exprimées par les groupes de Jauges U(2) (pour la force 
électro-faible) ou SU(3) pour la force nucléaire forte. @Q@ 

Les bosons de Jauges, sont l’expression des générateurs de ces groupes. @@ 

Il en résulte des quantités conservées. La charge électrique est l’une d’entre elles. 

Symétrie brisée spontanément, @@ 

Des indices suggèrent la recherche de nouvelles symétries : exemple la super-symétrie 
qui ferait un lien entre les particules de matière (les quarks et les leptons). 

cf: http://public.web.cern.ch/Public/SCIENCE/grandunification_fr.html 

Conservation de la charge, @Q@ 


7.7 Topologie des groupes de rotation SO(3) et SU(2) 
(°) 
Q@Q 
on montrera qu’une matrice de SU(2) s'écrit : 


“= = a avec |al° + |bf° = 1. 
—b a 


cf Sakurai , Stenberg p 21, avec l’objet de Dirac. 


7.7.1 Autres 
AQAQQQAQQQQQQQQQQAQGQQ 


bien définir la notion de representation de groupe. 
TD : état lié de deux nucléons. 
TD : Désintégration du positronium en 27, : 


[final >— [Ri Ro > —|L: Lo > 


d’après la conservation parité et moment angulaire. C’est un état intriqué, utile pour ex- 
périence EPR. 

TD : moment angualire j—3, et matrice rotation, mesure spin nucléaire, cf Feynamnn 
18-5. 

TD : Désintégration du A9 — p +7, cf feynamnn 17-5. On prédit la distributino 
angulaire d’après invariance par rotation. On observe la non conservation de la parité. 

TD :Collision pr; — pr. et sections efficaces, Stenberg p218-220. 

TD : relation BCH de SU2, états cohérents de SU2, repres Husimi, limite semi-classique. 

TD : découverte de la couleur des quarks, cf Sakurai p376, Bransden p453, Stenberg 
p297. 

TD : résonance 1 :1, invariance par SU2. 1 :1 :1 et SUS. 


236 CHAPITRE 7. SYMÉTRIES ET RÈGLES DE CONSERVATION 


TD :ex : 3.3 = 1 +3 +5 Sakurai p 234. 

Autres thèmes : 

Règle de sélection et th Wigner Eckardt. cf Stenberg. 

th. de Wigner, 

sym T et degen. de Kramer. 

repres; projectives ; grpe de Galilée. cf Guillemnin Stenberg. 


Annexe À 


Formules 


A.1 Intégrales Gaussiennes 
Formule 1 


ht exp (—X°) 4X = V7 (A.1) 


[se] 


preuve : QQ@ 


Formule 2 Soit 


Q(x) = Ax° + Br +C 
A,B,CEC et R(A) > 0 pour la convergence. 


Alors 
+00 T B2 
re exp (—-Q(x)) dx = se (-c + ni) (A.2) 
Preuve : @Q@ 


Formule 3 @Q 


+00 
! Xe ax =. (A3) 


A.2 Relations de commutation 
On a : 
[d, P] = ih 
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ua dF) 
G FI = in 
(FA = ne 


preuve : Voir [CBF{[p 172. 
Si les opérateurs À, B vérifient : 


[4,[4, B] = [B, [4, BI] = 0 
alors on a la formule de Glauber 
exp (A) exp (B) = exp ([A, B]/2)exp (A + B) (A.4) 
preuve : Voir [CBF]p 174, ou TD. 
Autre preuve : poser C = i[A,B]; Alors les trois opérateurs (A, B,C')vérifient l’algèbre de 
Weyl-Heisenberg (comme à, ÿ, th) : 
C=1!A,B], [4,C1=[B,C]=0 


Considérons les matrices : 


0 1 0 0 0 0 0 0 1 
a=|[0001!, b=| 0 0 1 |, c=| 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 


qui vérifient aussi la même algèbre. On procède comme dans la section 2.2.5.4, on vérifie sur les 
matrices 3 x 3 que ete = e{/2e4+b Wu, 
A.3 Algèbre des matrices de Pauli 


On a 
(5.4) (3.8) = À B +ic. (4 À B) (A.5) 


valable même si À, B sont des opérateurs. 
Si ü vecteur unitaire : 


exp (ipo.üù) = cos y + isinpo.ü 
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Examen novembre 2002, 


Mécanique quantique 


Durée 3 heures. 


Documents interdits. Calculatrice autorisée. Une feuille manuscrite autorisée. 


1 Un modèle simple de l’émission spontanée 


couplé à un continuum (11 points) 


un état quantique 


Du fait du couplage au champ électromagnétique, un atome dans un état excité ne reste pas éternellement 
dans cet état : il retourne dans l’état fondamental tout en émettant un photon. Pour comprendre comment 
se fait ce processus au cours du temps et comprendre aussi la distribution d'énergies possibles pour le photon 


émis, on simplifie ce problème et on le modélise de la façon suivante. 


On appelle |4) l’état quantique initial décrivant l’atome 
excité et le champ électromagnétique contenant zéro pho- 
ton. 

Les états finaux possibles correspondent à l’atome dans l’état 
fondamental et le champ électromagnétique contenant un photon. Il 
y à une infinité de tels états possibles (selon l’énergie et la direc- 
tion de propagation du photon); ils forment un continuum d'état. 
Pour simplifier les calculs, on remplace ce continuum par une infinité 
d'états quantiques discrets notés : 


lk), kezZ 


Les états |[w) et |k), avec k = 0,1,2,...,—1,—2,—3,... forment donc 
une base de l’espace quantique total considéré. 
On note H, le Hamiltonien en absence de couplage, défini par : 


Hop) = Ep), Ep =0 
Holk) 


[p> 


Eklk), ER: kEeZ 


k> 


> 
> 
H1> 


où l’on a choisi l’origine des énergies telle que Æ, = 0 et où Ô est l’écart entre niveaux supposé très petit 


(et donc 6 est la densité d'états). 


On note À = Ho + Ÿ le Hamiltonien avec le couplage de l’atome au champ électromagnétique : 


v = (KV le) = (pV1k) 


(Ce sont les seuls éléments de matrice non nuls et que l’on suppose indépendants de k). 


Remarquer que la règle d’or de Fermi (théorie perturbative) prédit alors que le taux de transition de l’état 


|Y) vers le continuum est : 
27 l 
[= — 27 
ñ (e ) 


A la fin du problème on considérera Ô et v très petits, mais l fini. 


1. Les états propres et valeurs propres de À sont notés 


À bu) _ Enl Vu); LEZ (1) 


et sont inconnus pour le moment. Exprimer les composantes (k|#,) à partir de (w}W,),v,e,, Ex (Aide : 
multiplier (1) par (k|; utiliser la relation de fermeture sur les états |w) et |k); on pourra supposer 
temporairement que €, À Ex). 

2. Donner une relation faisant intervenir v,e,, Ey. (Aide : multiplier (1) par (|). En utilisant la relation 


mathématique ÿ°, C5 = wa déduire alors que 


2 1 
=— En = 
Th) ”  tan(re,/6) 
et montrer comment trouver graphiquement les solutions €, de cette équation. Vérifier que €, # Ey. 


3. Comme l’état |[d,) normalisé est défini à une phase près, on choisit (o|w,) réel positif. Déduire alors 
l'expression de (k|W,) et (wl#,) à partir de v,e,  Eke ? 


4. Utilisant la relation mathématique D ;, Sn UE déduire de ce qui précède que 


el) À = (+ (+ (5) a)) 


5. On suppose que à l'instant { = 0 l’atome est dans l’état excité |) (sans photon émis). Si l’on effectue 
une mesure de l'énergie sur l’état |ç), montrer que la probabilité de détecter l’énergie €, dans l'intervalle 
[E,E + dE], est (avec Ô << dE << hT) 


2 
dP = Gr) dE 


Tracer l'allure de la courbe (dP/dE)(E), et discuter comment cette courbe intervient dans une mesure 
expérimentale. 

6. On suppose toujours qu’à t = 0 l’atome est dans l’état |). Exprimer l’état [Y(t)) à une date ultérieure 
t, à partir de |) et H. Calculer la probabilité P, (t) = |{w|4 (t))|? pour que à la date + l'atome soit 
toujours excité (et le photon non émis). (Aide : utiliser la relation de fermeture sur les états |W,), et 
L If dre, 0 ee = e”l2l), Tracer la courbe P, (t), et commentez la règle d’or de Fermi. 


2 Électrons bidimensionnels dans un champ magnétique constant, 
avec un potentiel périodique : le spectre fractal de Hofstadter! (9 
points) 


On considère des électrons libres, confinés dans un plan 
(x, y) (entre deux couches de semi-conducteurs). On impose un 
fort champ magnétique transverse, constant et uniforme B = 
BE;, B = 0.21 Tesla. On suppose les électrons indépendants. 

De plus on suppose que dans ce plan, les électrons subissent 
un potentiel périodique V(x,y) de période X = 0, 2um, (res- 
pectivement en x, y), qui est créé par des grilles électrostatiques 
artificielles. 

1. Montrer que À = (Az = —> By, Ày = :Bz, À; = 0) est une expression possible pour le potentiel vec- 


2L 


teur. Écrire le Hamiltonien À — Gr 


à À 2 
(5 — cÀ) + V (&, ÿ) décrivant la dynamique d’un électron, à partir 
des opérateurs (£, Dx, ÿ, Dy). 


2. On propose d’effectuer le changement de variables suivant (£, Dz, ÿ, y) — C Ê. â, ÿ) | 


Q= 7e (pe + 29) { 2 = 8x (eV 
P= es (r - ©) p= 5x (+ z) 


Quelles sont les unités physiques de (A. Ê, â, ÿ) ? Calculer les commutateurs des opérateurs (a. D. â, ÿ) 


deux à deux, pour vérifier que ce sont bien des variables canoniques ? On introduira une “constante de 


Planck effective” " 


Reis = px 

Exprimer hi. à partir du flux 9 = BX°? de B à travers la surface élémentaire X? et du “quantum de 
flux” ou fluxon 65 = h/e? 

3. En introduisant la fréquence cyclotron w = eB/m, donner l'expression de À en fonction des nouveaux 
opérateurs (an à), (fw), X et Ress? 

4. Dans le cas d’un potentiel nul, V = 0, donner l'expression des niveaux d'énergie Æ, de À , appelés 
niveaux de Landau, et donner leur multiplicité. 

5. Dans le cas V quelconque, remarquer que H est périodique par rapport aux variables (q,p). Donner 
l'expression des opérateurs de translations ‘4 Fe qui correspondent à cette périodicité et qui commutent 
donc avec À (Attention à ne pas confondre h.;; et h). 


6. En utilisant la relation de Glauber (eÂe — eÂÉTeB À valable si LÀ, |A, 8]| _ LB, 1,8) = 0} 
exprimer Père à partir de 11; ? Déduire que l’on a A Î,| = 0 si et seulement si 


1 
27 heff 


=NEN :entier (2) 


Traduire cette condition en terme du flux 6 = BX? de B à travers la surface élémentaire X?, par 
rapport au quantum de flux 0 = h/e? 
1Ce spectre a été étudié dans D. Hofstadter, “Energy levels and wave functions of Bloch electrons in rational and irrational 


magnetic fields” Phys.Rev.B 14,2239, (1976). Il est (partiellement) observé expérimentalement dans : Albrecht et al. “Evidence 
of the Hofstadter Fractal energy spectrum in the Quantized Fa Conductance “ Phys.Rew.Lett. 86,147 (2001) 


Application numérique : que vaut N pour les valeurs de B = 0,21Tesla et X = 0,2um, hk = 
66.10 Ls.e6e= 16.10 °C? 

. En supposant la condition (2) remplie, et en analogie avec la théorie de Bloch pour les cristaux, déduire 
la nature du spectre de H ? 


. (Facultative) On suppose maintenant V faible mais non nul, et on s’intéresse au premier niveau de 
Landau; on supposera donc que les variables (Q, P) sont “gelées” et seuls le degré de liberté (q,p) 
subsiste. D’après ci-dessus une fonction d'onde stationnaire 4(q) est 1-périodique et sa transformée de 
Fourier Ÿ (p) est aussi 1-périodique. Montrer que l’espace de ces fonctions est de dimension N. Que 
devient donc le premier niveau de Landau sous l'effet de la perturbation de V ? 


. (Facultative) Une variation continue de la valeur du flux @ implique une variation continue de la valeur 
de 1/(2rñers) (parmi les nombres réels). En utilisant le fait que tout nombre réel s'approche par un 
rationnel a/b € Q, montrer comment on peut se ramener à la condition (2), étudiée ci-dessus (Aïde : il 
faut considérer une cellule élémentaire différente). Discuter alors l’allure fractale du spectre du premier 
niveau de Landau, obtenu numériquement sur la figure ci-dessous, appelée papillon de Hofstadter 
(pour V(x, y) = Cste (cos(x/X) + cos(y/X))). 
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Mécanique quantique-Solutions 


1 Un modèle simple de l’emmission spontanée : un état 
quantique couplé à un continuum 


1. Les états propres et valeurs propres de À sont notés 


À pu) = Enl Vu), LEZ 


et sont inconnus pour le moment. On multiplie cette équation par (k| donnant 


(k| Ho + V|Yu) = En(klVu) 
< Ek(klb,) + v(pl) EnKKlŸu) 


car la relation de fermeture est À = |) + 324, |k'}(k'|, et donc car (k[V|Y,) = 


(IV) + De (HN) = vb). On dut doc (supposant ou Éi # 
0) que 


(k|Vu) — 


U 
2. De même on multiplie l'équation par (o| donnant 


(el Ho + Vyu) — En(p|Yu) 
E(elbu) + D v(k lb) = En(p|Yu) 


& v Ÿ (lp) = En(plŸu) 


U 
MOD es Te FD pr ‘4 


v LL 


pen (nEu/0) 


=. € 
soit 
D. À 
Th) °"— tan (TEx/0) 


1 


On trace les fonctions 


De (5) = 


ô 


et les intersections donnent graphiquement les solutions £,, y € Z. (On vérifie que 


En — Ex #0) 


3. Ona1 = (duly) = (bal) (ehu)+Eu(dalk") (#1) = I(eldu) ? (: +2 (x)") 


Donc 


l V . 
nn ( ) 
(Pl Lu) VN 2 En — Ep 
l V 
k£ nd 
({ lDu) N En — Ex 
4. On a 
U v? “ v?T? LA 
N=Ii = | = | — 1 1 — 
| x) +23 FT Pants) ‘© | +() | 
donc 


5. La probabilité de détecter l’état |) avec l'énergie &, est |(w|#,)|”. La probabibilité 
de détecter l’énergie €, dans l'intervalle [E, E + dE] est donc 


= D Km e le) f 


ut.q. eux €[E,E+dE] 


dE 


(dP/dE) (E) est une Lorenztienne de largeur AE = #. 


dP/dE 
F1 
[1 
F1 | 
F1 | 
I 
piA -AE 


L'énergie €, est l’énergie de l'atome désexcité (constant) plus l'énergie du photon 
émis. Donc si l’on détecte l’énergie du photon émis (spectre de fluorescence), on 
obtiendra justement une telle courbe de forme Lorentzienne (en probabilité pour un 
photon, ou en intensité pour une assemblée de photons). 


On a [#(#)) = e 4e) et Ê = 5, hh,)(#yl. Done 


Gb) = Eole ho) à à [aber (ols,)e 


Lu 
= 1° dEe ‘Et/r G&) = [are ie 1 ; 
s (+(2)#) T 1+x 


eTl/2 


(avec x = À, et a = À). 
Donc la probabilité pour que à la date t l’atome soit toujours excité (le photon non 
émis) est 

P() = Help) = et 
La loi de deséxcitation de l’atome est donc une loi de décroissance exponentielle avec 
la constante de temps 7 = 1/1 donnée par la rêgle d’or de Fermi. Autrement dit la 
théorie des perturbation dépendant du temps donne le résultat exact dans ce modèle 
simple et soluble sans approximation ; cela n’est plus vrai si la densité spectrale n’est 
plus uniforme. 


Electrons dans un champ magnétique constant et un 
potentiel périodique. Le spectre de Hofsdtater (10 points) 


. B= rot (À) = (6.4, - 8,42) 8, = Bë. Alors 


l 72 _\ 2 
H(x, Da, Y,Py) = - (F-e) + V(x,y) 


L ee ve _B,\ + V(x,y) 
ll = y 


s d — 


JL = TE = 1 (pensant à © = eÿ A B) et [q] = 


REX] = CL = ]. . (Q. À, ,ÿ ÿ) sont sans dimension. À partir de [£,p,] = th 


N 


. Pour les unités, [Q] = 


et [ÿ, p,] = th, on calcule 
[OP] = [GP = her] 
et les autres commutateurs sont nuls. On a finalement : 


27 her == Ÿo 


L 
. On obtient 
H(Q, Pan) = (P2+@) + V (-X (p+ VRP) , -X (o+ VieQ)) 


. Si V = O0, alors H(Q,P,q,p) = Æ(P?+Q?) est un oscillateur harmonique. Ses 
niveaux d'énergie (niveaux de Landau) sont donc : 


1 
En = fw (+5). I Re 


mais les variables (q,p) n’interviennent pas. Cela montre que chaque niveau est infi- 
niment dégénéré (comme la dimension de l’espace de Hilbert des opérateurs à, D). 


. La périodicité est 1 selon q et selon p. Les générateurs des translations sont respec- 
tivement (ÿ, —d), et [g, p] = 1 fers. Par conséquent 


Ty = exp(—if/Rers), D = exp(id/hesp). 


RNX ax Le FR UA De, las 
. La relation de Glauber donne 7,7, = elrP/herrialhess À =. EST Te Donc 


q 
a, f,| = 0 si et seulement si 


1 
27 her 


=NEN :entier 


$ — _1 
Cela donne an. 


quanta de flux à travers la surface élémentaire X?. 


AN. : N = EE, avec X = 2.1077m, B = 0,21T., h = 6,6.10 #J.s., e = 


19 ___ 1071441,6.10— 120,21 


= N. Autrement dit, il doit y avoir un nombre entier de 


. Avec cette condition, on peut (comme dans la théorie de Bloch), chercher les états 
stationnaires parmi les vecteurs propres communs de 4. et 1e qui vérifient, lb) _ 
ei) et T,|d) = e%2|). Les états stationnaires ainsi trouvés | (61, 42)) vont dé- 
pendre des paramètres continus (0,602) et d’un indice discret n. Cela donnera un 
spectre en bandes. Chaque bande est indicée par n. 


. Avec les notation ci-dessus, appelons # (6:, 02) l’espace des fonctions de Bloch véri- 
fiant L|p) = el) et T|d) = e*2|). Comme T,|#) = |), la fonction d’onde 
#(q), est périodique (à une phase près), de période 1. Par conséquent, sa transformée 
de Fourier Ÿ(p) est discrète, avec un pas Ap = herf = +. Or T,|Y) = ep), ce qui 
signifie que Ÿ(p) est elle même périodique, de période 1. Dans l'intervalle p € [0, 1] il 
y à 1/Ap = N composantes, et l’état|#) n’a donc que N composantes indépendantes. 
L'espace des fonctions de Bloch # (6:,02) est donc de dimension N. 

Avec la perturbation V, le premier niveau de Landau perd sa dégénérescence et il 
apparait donc N bandes de Bloch. (Cela est aussi vrai pour les autres niveaux de 
Landau). 


À 


n=] 


Structure avec N bandes 


Niveaux de Landau 


. La condition 27h.;f — + est exceptionelle. Par contre, si 27hef — me _ 2 —_ 
5 € Q, on considère une cellule de base de côtés X et Y — aX, donc de surface 


XY = aX?. Pour cette cellule de base, la constante effective 27he;; — COS — 5. 


Donc (27h! f 1) =beNest entier, les résultats précédents s’appliquent et on déduit 
que le spectre est formé de b bandes. Aïnsi lorsque 4/9 varie continuement, le 
dénominateur b (et donc le nombre de bandes) varie discontinuement, ce qui explique 
l’aspect fractal du spectre obtenu. Voir figure. 


